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2 Fundamentos Teoricos

En este capitulo se presentaran las bases conceptuales y el marco formal del calculo estocastico
que fundamentan el desarrollo de nuestro modelo matematico para la red de frio. Se definiran
en primer lugar los procesos estocéasticos elementales para, posteriormente, construir la ecuacién
diferencial estocastica (EDE) hibrida que rige el sistema.

2.1. Procesos Estocasticos

El modelado térmico de un refrigerador de vacunas expuesto a incertidumbres continuas y
perturbaciones discretas requiere herramientas mas alld del calculo determinista. Desde una
perspectiva analitica, un proceso estocastico representa la generalizacién de una variable
aleatoria indexada en un conjunto ordenado, parametrizando la evoluciéon de un sistema bajo
incertidumbre.

Definicién 2.1 (Proceso Estocastico). Sea (€2, 7,P) un espacio de probabilidad y sea § C R?
un espacio muestral dotado de su respectiva o-algebra de Borel. Un proceso estocéastico es una
familia de variables aleatorias {X, },.s parametrizadas por t € 7, donde 7 C R.

Dependiendo de como es el conjunto de indices T, los procesos estocasticos se clasifican en
dos:

1. Procesos estocasticos a tiempo discreto: Si 7 es numerable, por lo general 7 =
Ny = {0,1,2,...} o T = Z, decimos que el proceso estocastico es a tiempo discreto.
En este escenario, el sistema evoluciona mediante transiciones discretas en pasos fijos
discretizados.

2. Procesos estocasticos a tiempo continuo: Si T es un intervalo de R, por lo general
T =[0,00) o un intervalo acotado 7 = [0,T], T" > 0, se dice que el proceso estocastico
es a tiempo continuo. Esta estructura es la adecuada para modelar fenémenos fisicos
continuos, como la transferencia térmica.

Para enlazar la teoria probabilistica con la observacién empirica de un fenémeno estocastico, es
indispensable establecer la distincién entre el espacio funcional del proceso y sus realizaciones
particulares.



Definicién 2.2 (Trayectorias del Proceso Estocastico). Si {X,};-( es un proceso estocastico a
tiempo continuo, para cada w € 2 fijo y & = R, se definen las trayectorias del proceso como:

T =[0,00) 8§ =R

t— X, (w).

Las propiedades analiticas de un proceso estocéstico, tales como la continuidad, la diferen-
ciabilidad y la presencia de discontinuidades finitas, se definen estrictamente a partir del
comportamiento de varias componentes, para més detalles consultar (Karlin y Taylor 1998). Los
componentes aleatorios de nuestro sistema se sustentan en tres procesos estocésticos especificos
a tiempo continuo.

2.1.1. Movimiento Browniano (Proceso de Wiener)

Para representar las fluctuaciones térmicas continuas de baja intensidad asociadas al ruido
intrinseco del termostato y microtransferencias de calor se utiliza el movimiento Browniano.

Definicién 2.3 (Proceso de Wiener). Un proceso estocastico a tiempo continuo {W (%)}~
definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, #,{F,},P) es un movimiento Browniano
estandar o proceso de Wiener si cumple con las siguientes propiedades:

1. W(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 < ¢; < 15 <
... < t,, las variables aleatorias W (ty) — W (ty),..., W (t,,) — W (¢t,,_;) son mutuamente
independientes.

3. Posee incrementos estacionarios gaussianos, es decir, para todo t > s > 0, W(t) — W (s) ~
N(0,t—s).

El término dW (t) = W (t + dt) — W (t) representa el diferencial del proceso de Wiener. Este
denota una perturbaciéon gaussiana elemental en un intervalo infinitesimal dt, caracterizada por
una media E[dW (t)] = 0 y una varianza E[(dW (t))?] = dt. Para una revisién detallada sobre
las propiedades de medida y construcciones analiticas de este proceso, se sugiere consultar a
(Karatzas y Shreve 1998).

2.1.2. Procesos de Poisson

Las aperturas de las puertas del refrigerador por el personal médico constituyen eventos discretos
y repentinos que alteran instantdneamente la temperatura interna. Este tipo de fenémenos se
modela mediante un proceso estocéstico a tiempo continuo de saltos puros.
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Figura 2.1: Trayectoria simulada del proceso de Wiener. El eje horizontal representa el avance
del tiempo continuo en un horizonte parametrizado de T' = 1.0 con incrementos de
dt = 0.001. El eje vertical denota la posicién de las fluctuaciones aleatorias W (t),
iniciando en el origen W(0) = 0.

Definicién 2.4 (Proceso de Poisson Homogéneo). Un proceso estocastico a tiempo continuo
{N(t)};> que toma valores enteros en el espacio de estados & = N, es un proceso de Poisson
homogéneo con pardmetro de intensidad constante A > 0 si satisface las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 <¢; <ty < ... <
t,, las variables aleatorias discretas N (t5) — N(¢,),..., N(t,,) — N(t,,_;) son mutuamente
independientes.

3. Posee incrementos estacionarios; lo que implica que la ley de probabilidad de cualquier
incremento N (t + s) — N(s) depende tnicamente de la amplitud temporal ¢ y resulta
invariante ante traslaciones sobre el origen cronoldgico s. De forma explicita, la variable
aleatoria N (t) sigue una distribucién de Poisson con pardmetro o tasa media dada por el
producto At, es decir:

n—1

P(N(t)=n) = -"~—— n=0,1,2,...

Para formalizar analiticamente el comportamiento probabilistico de los saltos sin recurrir a
nociones intuitivas, las probabilidades de transicién asociadas al incremento del proceso en un
intervalo acotado de longitud h > 0 se especifican rigurosamente mediante el limite asintético
cuando h — 0:



P(N(t+h) — N(t) = 1) = A + o(h)
P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h)

donde la notacién algebraico-asintética de Landau o(h) denota una funcién de orden superior

tal que lim;,_,, 0(,?) = 0. Esto garantiza formalmente que la probabilidad de ocurrencia de

multiples eventos simultaneos en una fraccién temporal infinitesimal es practicamente nula.

Sin embargo, en la dindmica real de un centro de salud, la tasa de aperturas del refrigerador
no es constante; exhibe una estacionalidad diaria (por ejemplo, mayor actividad en horas pico).
Para capturar esta variabilidad, generalizamos el modelo relajando la propiedad de incrementos
estacionarios.

Definicién 2.5 (Proceso de Poisson No Homogéneo). Un proceso estocéstico a tiempo continuo
{N(t)};>0 es un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad A(t) > 0 (para
t > 0) si satisface las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes.

3. Para todot > 0 y h > 0, la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en el
intervalo (t,t + h] estd dada por la tasa instantdnea en el tiempo ¢:

P(N(t+h) — N(t) = 1) = A(t)h + o(h)

4. La probabilidad de observar dos o mas eventos en dicho intervalo es de orden superior a
h:
P(N(t+ h)— N(t) >2) =o(h)

Una exposicién rigurosa sobre los procesos de conteo, sus generalizaciones no homogéneas y sus
aplicaciones en sistemas con discontinuidades puede encontrarse en (Ross 1996).

2.1.3. Cadenas de Markov a Tiempo Continuo

Los fallos prolongados en el suministro eléctrico de la red publica alteran estructuralmente la
dindmica del sistema. Para modelar estas transiciones entre estados macroscépicos del entorno,
introducimos una cadena de Markov en tiempo continuo.

Definicién 2.6 (Cadena de Markov a Tiempo Continuo). Sea {«(t)},~, un proceso estocastico
que toma valores en un espacio de estados finito y discreto M = {1,2,...,m}. Se dice que a(t)

es una cadena de Markov en tiempo continuo si para todo s,t > 0 y estados i,j € M, cumple
la propiedad de Markov:

Pla(t+s)=j]a(s) =i,a(u) =a,,0<u<s)=Plalt+s)=j|als) =1)
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Procesos de Poisson N(t), Homogéneo y No Homogéneo
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Figura 2.2: Trayectorias simuladas de dos procesos de Poisson. El eje horizontal representa
el tiempo de observacién en un horizonte de T' = 10.0 con incrementos discretos
de dt = 0.01. El eje vertical contabiliza el niimero acumulado de eventos discretos
N(t), iniciando en N(0) = 0. La linea continua (azul) ilustra un Proceso de Poisson
Homogéneo con una tasa de intensidad constante A = 1, evidenciando incrementos
estacionarios, por otro lado la linea punteada (roja) representa un Proceso de
Poisson No Homogéneo con una intensidad de A(t) = % + gsin (’f—é), es decir es
dependiente del tiempo, concentrando una mayor densidad de saltos en el periodo
central del intervalo (simulando, por ejemplo, las horas pico de aperturas del
refrigerador durante una jornada clinica). Ambas gréficas exhiben la naturaleza
escalonada continua por la derecha con limites por la izquierda, por sus siglas en

francés (cadlag), propia de los procesos de saltos puros.
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Las leyes de transicién y la evoluciéon temporal de las probabilidades de estado de la cadena
{a(t)};~( se encuentran completamente caracterizadas por la matriz de intensidades de transi-
cién Q = (q;;) € R™*™. Si definimos las funciones de probabilidad de transicién condicional
mediante p;;(h) = P(a(t + h) = j | a(t) = i) para un incremento temporal positivo h > 0, las
componentes de la matriz @ se determinan evaluando el limite analitico en el origen:

1. Para transiciones entre estados distintos (i # j), la componente q;; representa la tasa
instantanea o intensidad de conmutacién desde el régimen i hacia el régimen j, definida
como:

, pij(h)
o= lim ——— >0
;= lim, =5 2
2. Para los elementos situados sobre la diagonal principal (i = j), la componente g;; repre-
senta la tasa neta de salida del estado i, cumpliendo por conservacién de la probabilidad

que la suma por filas de la matriz ) sea idénticamente nula:

Y pn’(h)_l_
L S B

A través de esta formulacién basada en limites, las probabilidades de transiciéon de primer
orden quedan descritas mediante las expresiones p;;(h) = ¢;;h + o(h) para i # j, y p;;(h) =
1 + g;;h + o(h). Esto permite modelar las conmutaciones macroscépicas de la dindmica del
refrigerador sin necesidad de introducir variables temporales discretas ni heuristicas. Los lectores
interesados en profundizar en las propiedades asintéticas y de estabilidad de estos procesos
hibridos pueden remitirse al texto especializado de (Asmussen 2003).

2.2. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas y la Integral de 1t6

Una vez establecidos los procesos estocasticos de soporte, es necesario definir las reglas ope-
racionales que permiten construir y resolver ecuaciones sujetas a perturbaciones aleatorias
continuas. Dado que las trayectorias del movimiento Browniano no son de variacién acotada y
tampoco son diferenciables en ningin punto, entonces la expresion clasica dW (t)/dt no tiene
sentido dentro del calculo ordinario. Por lo tanto, la integracién respecto a procesos estocasticos
requiere la construccién de una nueva herramienta analitica conocida como la integral de Ito.

Definicién 2.7 (Integral de It6). Sea {X(t)},-( un proceso estocastico adaptado a la filtracién
Browniana {7, },., que satisface la condicién de integrabilidad, i.e. £ [ fo "X 2(t)dt] < o0. La

integral de Itd de X (¢) respecto al proceso de Wiener W (t) se define como el limite en media
cuadratica de sumas de Riemann aproximadas por la izquierda:

12



n—1

/ "X = 1 S XV ()~ W) en 22

donde 0 =t, < t; <...<t, =T es una particiéon del intervalo [0, 7] cuyo didmetro tiende a
cero cuando n — oo.

A diferencia del calculo clasico, evaluar el integrando estrictamente en el extremo izquierdo de
cada subintervalo (t;) garantiza que la integral resultante conserve la propiedad de martingala,
lo que implica que su esperanza matematica es nula, i.e. E [fOT X(t)dW(t)] = 0. A partir de
este concepto fundamental, se establece la formulaciéon de una Ecuacién Diferencial Estocastica
(EDE).

Definicién 2.8 (Ecuacién Diferencial Estocastica). Una ecuacién diferencial estocéstica para
un proceso {X(t)};, es una relacién simboélica expresada en su forma diferencial mediante:

dX(t) =0b(t, X(t))dt + o(t, X(t))dW (t) (2.1)
donde b(t, X (t)) denota el coeficiente de deriva y o(t, X(t)) representa el coeficiente de difusién.

El término dX(t) en la Ecuacién 2.1 no debe interpretarse como una derivada ordinaria, sino
como una representacién abreviada de su ecuacién integral equivalente:

X(t) = X(0) —I—/ b(s,X(s))ds+/ o(s, X (s))dW(s) (2.2)
0 0

En la Ecuacién 2.2, la primera integral respecto al tiempo es una integral ordinaria de Lebesgue-
Stieltjes que captura la tendencia determinista del sistema, mientras que la segunda es una
integral de It6 que modela el ruido estocastico continuo. Para una revision rigurosa del calculo
estocastico elemental, se sugiere consultar a (Karatzas y Shreve 1998).

Para asegurar que una EDE posea una soluciéon tnica ante cualquier condicién inicial, los
coeficientes de deriva y difusion deben cumplir ciertas condiciones, expuestas en el siguiente
teorema de existencia y unicidad.

Teorema 2.1 (Teorema de Existencia y Unicidad). Sea la EDE definida en la Ecuacién 2.1
con una condicion inicial X(0) = X, independiente del proceso de Wiener. Supdngase que para
todo t € [0,T] y variables x,y € R, los coeficientes satisfacen las siguientes dos restricciones:

1. Condicion de Lipschitz global: Existe una constante K > 0 tal que:

[b(t, ) = bt y)| + |o(t,2) —o(t,y)| < K|z —y]

13



2. Condicion de crecimiento lineal: Existe una constante C' > 0 tal que:
b(t,2)| + |o(t, )| < C(1 + |z])

Bajo el cumplimiento de ambas condiciones, la ecuacion tiene una solucién fuerte tnica

{X(t)}te[[) 7] con trayectorias continuas con probabilidad 1, una demostracion a detalle de este
b

teorema, basada en el método de aproximaciones sucesivas de Picard, se encuentra en (Arnold

1974)

La condicién de Lipschitz previene que las trayectorias colapsen de manera indeterminada,
garantizando la unicidad, mientras que la restriccién de crecimiento lineal evita que las soluciones
diverjan a infinito en un tiempo finito.

2.3. El Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Clasico

Como paso previo al desarrollo de nuestro modelo termodindmico final, es indispensable
introducir un tipo particular de EDE que modela la inercia fisica y la atracciéon hacia un estado
de equilibrio: el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Definicién 2.9 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Un proceso estocastico {X ()}, es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck si satisface la siguiente ecuacién diferencial estocastica lineal
homogénea:

dX(t) = k(0 — X(£))dt + odW (¢) (2.3)

donde x > 0 representa la velocidad de reversién a la media, 6 € R denota el nivel de equilibrio
de largo plazo y o > 0 es la volatilidad del sistema.

La caracteristica principal de la Ecuacion 2.3 radica en su deriva lineal b(z) = k(6 —x). Cuando
el estado del proceso supera el valor de equilibrio (X () > ), la deriva se vuelve negativa,
empujando la trayectoria hacia abajo; inversamente, si el proceso se encuentra por debajo del
nivel de consigna (X (t) < ), la deriva se vuelve positiva, con lo cual hay un crecimiento hacia
el promedio. Esta propiedad de atraccién convierte a este proceso en la base ideal para simular
la oscilacién térmica de sistemas cerrados regidos por la ley de enfriamiento de Newton, cuyas
propiedades analiticas detalladas se discuten en (Karlin y Taylor 1998).
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2.4. Formulacion de la Ecuacion Diferencial Estocastica General

Una vez definidos los elementos estocéasticos elementales, es posible formular el marco matematico
que une la evolucién analitica continua con las perturbaciones aleatorias y los saltos discretos.
De acuerdo con el marco general desarrollado por (Yin y Zhu 2010) y (Platen y Bruti-Liberati
2010), una Difusién Hibrida con Conmutacién de Régimen y Saltos se define mediante el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas:

dT(t) = p(T(t), a(t))dt + o(T(t), a(t))dW (t) + (Tt ), a(t™))dN(t) (2.4)

En la Ecuacién 2.4, el término T'(¢~) = lim,_,, T'(s) preserva la propiedad de continuidad por
la izquierda con limites por la derecha (cadlag) del proceso ante la ocurrencia de un salto. Las
funciones de coeficientes se definen como:

i Rx M — R (Coeficiente de deriva o tendencia)

oc:RxM — R (Coeficiente de difusién o volatilidad)

v:RxM — R (Magnitud o intensidad del impacto del salto)

La incorporacién con la cadena de Markov «(t) indica que los pardmetros estructurales del
sistema cambian de forma aleatoria e instantdnea cuando el entorno conmuta de estado.

Para ilustrar el impacto de nuestra formulacién matemaética sobre el modelado fisico de la
red de frio, es fundamental contrastar el comportamiento de las trayectorias resultantes. La
simulaciéon numérica del modelo revela cémo la incorporacién de discontinuidades captura
fenémenos que los modelos clasicos omiten.

Como muestra la Figura 2.3, al modelar el sistema exclusivamente con componentes difusivos
continuos se subestima el riesgo de trayectorias térmicas fuera del rango normativo de la OMS
(2°C a8 °C). La inclusion del proceso de saltos justifica nuestra necesidad de utilizar el Lema de
1t6 generalizado, ya que la temperatura experimenta cambios finitos instantaneos que rompen
la diferenciabilidad clésica del modelo.

2.5. El Modelo Estocastico de Red de Frio (Ornstein-Uhlenbeck
Modificado)

Pasando a la fisica de nuestro problema particular, adaptamos la Ecuacién 2.4 bajo una
estructura termodinamica de reversién a la media. Trabajaremos bajo la hipotesis de que el
comportamiento de la temperatura interna T'(¢) de un refrigerador institucional de vacunas se
rige por la siguiente ecuacién diferencial estocdstica de Ornstein-Uhlenbeck hibrida con saltos
de Poisson:

15



Comparacidén de Dindmicas: Temperatura Interna del Refrigerador

Temperatura T(t) (°C)
()]

—— EDE Continua (Solo Movimiento Browniano)
—— EDE Hibrida (Movimiento Browniano + Saltos)
---- Nivel de Reversién 0 (4 °C)

Figura 2.3:

Tiempo t (horas)

Trayectorias simuladas de la Ecuacién Diferencial Estocastica de Ornstein-Uhlenbeck
para la temperatura interna de un refrigerador de vacunas. El eje horizontal repre-
senta el tiempo de observacién en un horizonte de 7' = 10.0 horas con incrementos
de dt = 0.01. La linea base negra indica la temperatura éptima 6 = 4°C. La tra-
yectoria continua (azul) ilustra una difusién cldsica perturbada inicamente por el
movimiento Browniano dW (t), simulando las microfluctuaciones gaussianas del ciclo
del compresor. Por otro lado, la trayectoria hibrida (roja) anade perturbaciones me-
diante un proceso de Poisson dN(t), modelando impactos macroscépicos. Se observa
claramente c6mo los saltos térmicos positivos (simulando aperturas de la puerta por
el personal) elevan bruscamente la temperatura, la cual posteriormente experimenta
una reversion a la media controlada por el parametro . Las trayectorias fueron
aproximadas computacionalmente mediante el método de Euler-Maruyama, que
presentaremos mas adelante.

16



dT(t) = w(a(®)(a(t)) — T)]dt + o(alt))dW () + vdN (¢) (2.5)

Bajo esta parametrizacién particular, el espacio de estados de la cadena de Markov se restringe a
dos regimenes operativos fundamentales, M = {1, 2}, cuyas implicaciones fisicas y estocésticas
se detallan en los siguientes conceptos:

Definicién 2.10 (Inercia Térmica y Pardmetros Estructurales). La inercia térmica es la
capacidad de la masa interna del refrigerador (biolégicos, paquetes refrigerantes y botellas de
agua) para amortiguar la transferencia de calor del exterior. En la Ecuacién 2.5, se modela
mediante el coeficiente de velocidad de reversién k(a(t)) > 0. A mayor inercia térmica, menor
serd el valor de x en ausencia de energia eléctrica, retrasando el calentamiento del refrigerador.
El pardametro de volatilidad o(«(t)) > 0 mide el ruido continuo gaussiano inducido por el ciclo
del compresor.

Definicién 2.11 (Corte de Energia (Conmutacién de Régimen)). Se define como la transicién
de la cadena de Markov debido a fallos en el suministro eléctrico. El sistema conmuta del
régimen con suministro normal (a(t) = 1) al régimen de falla (a(t) = 2). Esta conmutacién
altera los limites asintdticos de la deriva en la Ecuacién 2.5:

1. Régimen «(t) = 1: El sistema converge a la temperatura ideal del termostato, es decir,
0(1) = 4°C.

2. Régimen «(t) = 2: Al apagarse el motor, el sistema interrumpe el enfriamiento y la
temperatura interna comienza a subir hacia la temperatura ambiente exterior del centro
de salud, parametrizada por 0(2) = T, .

am!

Definicién 2.12 (Apertura de Puertas (Perturbaciones por Saltos)). Corresponde a la entrada
brusca de aire cdlido exterior provocada por la manipulacién operativa del personal de enfermeria.
Este fendmeno ocurre de forma intermitente y se modela en la Ecuacion 2.5 mediante el término
de saltos vdN (t), donde v > 0 representa el incremento térmico discreto e instantédneo en
grados Celsius cada vez que el diferencial del proceso de Poisson registra un evento (dN(t) = 1).

2.6. El Lema de 1t6 Clasico y Generalizado

Para realizar transformaciones algebraicas sobre funciones que dependen de procesos estocasticos
o para desarrollar algoritmos de aproximacién computacional validos, el teorema fundamental
del célculo determinista debe sustituirse por el Lema de It6. Introducimos inicialmente la
versién elemental para difusiones continuas.
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Teorema 2.2 (Lema de It6 para Difusiones Continuas). Sea {X(t)};~o una difusion estocdstica
continua dada por la ecuacion dX (t) = b(t, X (t))dt+o(t, X(t))dW (t), y sea V(t,x) una funcion
escalar continuamente diferenciable en su componente temporal t y dos veces continuamente
diferenciable en su componente espacial x. El diferencial estocdstico de la funcion compuesta
viene dado por:

2
AV (t, X () = 8@3 + b(t,X(t))‘?; + %JQ(t, X(t))?%g dt + o(t, X(t))‘?;dvv(t)

El término de segundo orden respecto a la derivada espacial surge de la propiedad cuadratica
del movimiento Browniano, donde (dW (t))? — dt en un sentido probabilistico. Este desarrollo
elemental se detalla conceptualmente en (Karatzas y Shreve 1998).

No obstante, dado que nuestro modelo usa conmutaciones estructurales discretas y discontinui-
dades puntuales, la versién continua resulta insuficiente. Apoyados en los desarrollos de (Yin y
Zhu 2010) y (Platen y Bruti-Liberati 2010), establecemos el siguiente teorema analitico que
rige el calculo sobre trayectorias discontinuas con conmutacién:

Teorema 2.3 (Férmula de It6 para Difusiones Hibridas con Saltos). Sea V(t,T,i) una
funcion continuamente diferenciable en su componente temporal t, y dos veces continuamente
diferenciable en su componente espacial T para cada régimen operativo i € M. Si T(t) es un
proceso que satisface la Ecuacion 2.4, entonces el diferencial estocdstico de la funcion compuesta
V(t,T(t),a(t)) viene dado por:

oav. oV 19V .
dV(t, T(1),a(t) = | -+ ZrmTs ) + 5 5750°(T,a) +]§{ Qoo V(6T ) | dt
+ %U(T, a)dW )+ [V, Tt ) +y,at) =V, Tt ), alt))]dN(t)

(2.6)

Como se puede apreciar en el Teorema 2.3, el operador diferencial de It6 se logra expandir. El
primer término entre corchetes anade a la derivada temporal y al generador de difusién cldsico
una sumatoria ponderada por las tasas de transicion g;; de la matriz @, lo cual captura el
efecto del cambio en la deriva. Por su parte, la componente final sustituye la derivada espacial
tradicional por un operador de diferencias finitas encargado de absorber la discontinuidad en
los tiempos de salto del proceso de Poisson.
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2.7. Soluciones Numéricas de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En la practica, la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales estocésticas carecen de una
solucién analitica explicita debido a la no linealidad de sus coeficientes o al acoplamiento de
sus perturbaciones. Por este motivo, resulta necesario recurrir a esquemas de aproximacién
numérica distribuidos en un mallado temporal discreto. A diferencia del cdlculo determinista,
donde la convergencia se evalia de forma puntual, en el &mbito estocéastico la cercania entre la
solucién real X (t) y la aproximacion discreta Y, requiere criterios fundamentados en la teoria
de la medida.

Para definir los criterios de convergencia, consideremos una particién regular del intervalo de
tiempo [0, 7] con un tamaifio de paso constante At = %, fijando los nodos temporales como
t,, = n/At para cada paso n =0, 1,..., N. Denotaremos a la solucién aproximada en el nodo t,,
como Y, =Y(t,).

Definicién 2.13 (Convergencia Fuerte). Se dice que una aproximacién discreta Y converge
fuertemente de orden v > 0 hacia la solucién real X(7') en el tiempo terminal 7" si existe una
constante positiva C, independiente de At, tal que se cumple la desigualdad:

E[X(T) = Yn[] < C(At)Y

La convergencia fuerte evalda el error promedio directo sobre cada trayectoria individual del
proceso. Es el criterio adecuado cuando interesa simular caminos muestrales especificos del
sistema.

Definicién 2.14 (Convergencia Débil). Se dice que una aproximacién discreta Y converge
débilmente de orden 5 > 0 hacia la solucién real X(T") en el tiempo terminal 7" si, para toda
funcién de prueba g : R — R continuamente diferenciable de crecimiento polinomial, existe una
constante positiva C tal que:

|[Elg(X(T)] — Elg(Yn)]] < C(AL)”

La convergencia débil no compara trayectoria por trayectoria, sino que evaliia la aproximacién
de la distribucién de probabilidad global y sus momentos estadisticos (como la media y la
varianza).

19



2.7.1. Esquema Numérico de Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama constituye la extension estocdstica mas elemental del método
de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias. Este esquema aproxima el cambio continuo
truncando las integrales de la ecuacién mediante aproximaciones de orden inferior.

Teorema 2.4 (Teorema de Convergencia de Euler-Maruyama). Considere la EDE Ecuacidon 2.1,
con condicion inicial X (0) = x, si se cumplen las hipotesis del teorema de ezistencia y unicidad
Teorema 2.1 y los coeficientes b y de difusion o son continuamente diferenciables, entonces el
esquema de Euler-Maruyama converge fuertemente con orden:

v=0.5
y converge débilmente con un orden de acotacion de § = 1.0.

La demostraciéon de este orden de convergencia estricto se fundamenta en que el incremento del
movimiento Browniano domina algebraicamente sobre el incremento del tiempo determinista,
dado que su escala de variacién es proporcional a v/At, la demostracién de este teoremaq se
encuentra en (Kloeden y Platen 1992).

Algoritmo General de Euler-Maruyama

Para aproximar numéricamente las trayectorias de la ecuacién en el intervalo [0, 7] con condicién
inicial X (0) = x,:

1. Inicializacién:

» Fijar el nimero de pasos N y calcular el incremento At =T /N.
» Construir la malla temporal ¢,, = nAt paran =0,1,..., N.
» Asignar el valor inicial a la primera posicién del vector: Y, = x.

2. Bucle de Simulacion: Para cada paso temporal n =0,1,..., N — 1:

» Generar una variable aleatoria normal estandar independiente: Z,, ~ N (0, 1).
s Calcular el incremento del proceso de Wiener mediante el escalamiento:

AI/Vn = W(tn+1> - W<tn) = Zn VAL
= Actualizar el estado del proceso en el siguiente nodo evaluando la relacién recursiva:
Yn+1 = Yn + b<tn7 Yn)At + U<tn7 Yn>AWn

3. Resultado: El vector de estados discreto {Y;, Y], ..., Yy} representa la trayectoria simu-
lada aproximada del proceso.
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2.7.2. Esquema Numérico de Milstein

El método de Milstein es un esquema numérico avanzado de orden superior que corrige la
aproximacion de la componente difusiva. Surge de aplicar de manera explicita el Lema de It6 al
integrando de la componente estocéstica en la expansion de Taylor-I1t6, rescatando los términos
de segundo orden que el método de Euler-Maruyama ignora.

Teorema 2.5 (Teorema de Convergencia de Milstein). Considere la EDE Ecuacion 2.1 sujeta
a las condiciones estandar de regularidad. Si los coeficientes b(t,x) y o(t,x) son dos veces
continuamente diferenciables respecto a sus componentes y cumplen los criterios de crecimiento
acotado, entonces el esquema numérico de Milstein converge fuertemente con un orden superior
dado por:

v=1.0

El incremento en la velocidad de convergencia fuerte se logra al incorporar de forma analitica
el término correspondiente a la integral estocastica iterada

/ / AW (u)dW (s) = % [(AW,)? — Af],

la cual modela la curvatura interna del ruido estocastico dentro del intervalo de simulacién, lo
que permite una aproximacién mas precisa de la trayectoria. La demostracion de este resultado
se encuentra en (Kloeden y Platen 1992).

Algoritmo General de Milstein

Para aproximar numéricamente las trayectorias bajo el refinamiento de segundo orden estocéstico
en el intervalo [0, 7] con condicién inicial X (0) = x:

1. Inicializacién:

» Establecer el niimero de intervalos N y calcular el paso At =T /N.
s Definir los puntos de la malla ¢, = nAt paran =0,1,...,N.
= Asignar la condicién de inicio del proceso: Y, = z.

2. Bucle de Simulacién: Para cada paso temporal n =0,1,..., N — 1:

» Obtener una realizacién independiente de una variable normal estdndar: Z,, ~
N(0,1).
» Establecer el incremento browniano escalar correspondientemente: AW, = Z, v At.
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» Calcular analiticamente el valor de la primera derivada parcial del coeficiente de
difusion respecto a la variable espacial evaluado en el punto actual:

do(t,x)
Oz
(t’VL7Y7L>
» Realizar la actualizacion recursiva del estado integrando la correccién de segundo
orden:

1 ’
YViir = Yo +0(ty, )AL + 0 (8, Vo) AW, + 50 (8, ;)07 (£, ) [(AW,)? — At]
3. Resultado: El conjunto ordenado de aproximaciones numéricas {Y;, Y7, ..., Yy} conforma
la trayectoria analizada bajo estabilidad de orden superior.

2.8. Analisis Comparativo de Convergencia Fuerte

Para mostrar la diferencia analitica que hay entre los esquemas de Euler-Maruyama y Milstein,
y justificar la necesidad de utilizar este Ultimo cuando se requiere precision en trayectorias
individuales, planteamos un problema de control numérico. Consideremos el Movimiento
Browniano Geométrico (GBM), una EDE lineal homogenea caracterizada por un coeficiente de
difusién multiplicativo, dada por la ecuacion:

dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW (t) (2.7)

con condicién inicial X (0) = X, tendencia determinista p > 0 y volatilidad o > 0. Este proceso
posee una solucién analitica tinica dada por:

X(t) = X, exp [(,u — ;(72> t+ JW(t)]

Esta forma cerrada nos permite contrastar directamente las aproximaciones numéricas contra,
la realidad del proceso. La principal limitacién del método de Euler-Maruyama radica en su
coeficiente de difusién constante en cada paso temporal. Al truncar la integral estocastica en
orden 0.5 fuerte, el esquema no absorbe correctamente la curvatura del ruido multiplicativo
(0X,), acumulando errores significativos sobre las trayectorias individuales, incluso ante mallados
temporales relativamente finos. Por el contrario, el método de Milstein integra el término de
segundo orden estocéstico, logrando que el vector de estados discreto coincida con mayor
fidelidad con la dindmica real del proceso (Kloeden y Platen 1992).

En la Figura 2.4, simulamos una trayectoria de GBM en un horizonte temporal acotado (7" = 2.0
anos) con una volatilidad alta (o = 1) y un tamano de paso discreto relativamente grueso
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Anadlisis Comparativo de Convergencia Fuerte: GBM (dX = uXdt + oXdW)

2.5
AA — Solucién Analitica Exacta
/' \Vi \‘ ---- Aproximacién Euler-Maruyama (Orden fuerte 0.5)
, \ —-— Esquema Numérico Milstein (Orden fuerte 1.0)
2.0 1
1.5 A
S
<
1.0
0.5 1
0.0 1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 2.4: Andlisis de convergencia fuerte de esquemas numéricos estocasticos para una
trayectoria de Movimiento Browniano Geométrico (GBM) definida por dX =
0.05Xdt 4+ 0.4XdW con X, = 1. El eje horizontal representa el tiempo discreto
y el eje vertical el estado del proceso X(t). La linea negra continua muestra la
solucién analitica exacta. La linea roja discontinua ilustra la aproximacion de
Euler-Maruyama (Orden fuerte 0.5), evidenciando desviaciones significativas y
oscilaciones erraticas respecto a la trayectoria real. La linea azul discontinua-punto
representa el esquema de Milstein (Orden fuerte 1.0), el cual sigue con alta precisién
la dinamica exacta, demostrando su estabilidad superior ante ruidos multiplicativos
y mallados temporales gruesos. La fuente de los datos corresponde a una simulacién
de elaboracién propia generada en Python.
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(At = 0.05, correspondiente a N = 40 pasos). Esta configuracién es deliberada para resaltar
las fallas tipograficas de los aproximadores de orden bajo.

Como se puede apreciar nitidamente en la Figura 2.4, la trayectoria roja correspondiente a Euler-
Maruyama falla estrepitosamente en capturar la dindmica exacta (linea negra), presentando
oscilaciones exageradas y alejandose del valor real a medida que el tiempo avanza. En contraste,
la trayectoria azul de Milstein sigue practicamente de forma idéntica el camino muestral real.
Este contraste justifica nuestra decision de utilizar el esquema numeérico de Milstein para simular
el comportamiento térmico del refrigerador HBC-150, ya que el modelo hibrido presenta un
coeficiente de ruido continuo o(«(t)), lo cual genera perturbaciones multiplicativas que requieren
un orden de convergencia estricto para no subestimar el riesgo de trayectorias erraticas.
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3 Estudio de Caso: Calibracion de Parametros y
Fallas Eléctricas

3.1. Motivacion y Contexto del Estudio

El presente estudio de caso consolida el marco teérico y metodologico de nuestra investigacion
aplicindolo a un escenario real y altamente critico: la red de frio de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.
Debido a las altas temperaturas de la region y a la vulnerabilidad de la infraestructura eléctrica
ante eventos climaticos, los refrigeradores institucionales de vacunas se enfrentan a un estrés
operativo constante.

Para que nuestro simulador computacional tenga rigor y validez, no podemos alimentar la
Ecuacién Diferencial Estocéstica (EDE) con niimeros aleatorios sin fundamento. En este capitulo,
calibraremos todos los parametros de nuestro modelo. Primero, determinaremos la frecuencia de
los cortes de energia basandonos en datos oficiales de la Comisién Federal de Electricidad (CFE),
modeldndolos a través de un Proceso de Poisson No Homogéneo. Posteriormente, utilizaremos
la fisica del enfriamiento para deducir numéricamente los pardametros de la EDE a partir de las
especificaciones termodindamicas reales de los refrigeradores.

3.2. Datos Base (CFE)

El objetivo fundamental es modelar la tasa de ocurrencia de interrupciones del suministro
eléctrico en el punto especifico de Tuxtla Gutiérrez donde se ubicaria el refrigerador de vacunas.
Los datos de partida provienen de los reportes oficiales de la CFE, los cuales registran el
nimero de interrupciones y su duracién. Estos datos se relacionan con los indicadores SAIFI
(Frecuencia) y SAIDI (Duracién).

Tabla 3.1: Tabla 1. Interrupciones eléctricas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.

Ano Cortes Promedio al Mes Duracién Promedio (Horas)

2019 25 2.02
2020 42 1.73
2021 47 2.03
2022 40 2.59
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Ano Cortes Promedio al Mes Duracién Promedio (Horas)

2023 49 2.23
2024 43 2.39
2025 38 2.02

Para este modelo, se toma como linea base el comportamiento proyectado para el afio 2025, el
cual indica 38 cortes por mes en promedio. Esto resulta en una esperanza matematica
anual macroscopica de:

38 cortes/mes x 12 meses = 456 cortes/ano

3.3. Correccion de Escala Espacial (Factor x.g,,..)

3.3.1. Justificacion de la Reduccion de Escala

El valor de 456 cortes al afio es un dato agregado a nivel municipal. En la modelacién aplicada,
utilizar directamente este valor para un solo refrigerador implicaria asumir que el edificio clinico
sufre méas de un apagén diario, lo cual no es realista. Este error ocurre al ignorar que un edificio
estd conectado a un solo nodo de la red, no a todos simultaneamente.

Para solucionar esto, introducimos un factor de escala espacial. De acuerdo con la arquitectura
de la red de distribucién de la CFE, la mancha urbana de Tuxtla Gutiérrez estd alimentada de
manera sectorizada por exactamente 8 subestaciones principales (Tuxtla Céntrica, Oriente,
Poniente, Terdn, Tuxtla Norte, Tuxtla Dos, Mactumatzd y Real del Bosque).

3.3.2. La Esperanza Matematica Local

Asumiendo por el principio de razon suficiente que las fallas de transmisién se distribuyen de
manera uniforme sobre estas infraestructuras, el riesgo que absorbe el edificio de interés (por
ejemplo, la subestacién Tuxtla Norte que alimenta a centros de salud) corresponde a 1/8 del
total municipal.

456 t
ElNpearl = cor .es = 57 cortes al ano
8 subestaciones

Esto establece una base realista de 57 interrupciones esperadas al afio (un promedio de
4.75 al mes) para nuestra simulacién.
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3.4. Distribucion Temporal: El Indicador SAIFI 2024

Las fallas no se distribuyen uniformemente a lo largo del ano (no ocurren 4.75 cortes idénticos
cada mes). La variabilidad depende drasticamente del clima. Para no asignar cortes de manera
subjetiva, utilizamos el SAIFI (Indice de Frecuencia Promedio de Interrupcién) mensual
reportado oficialmente por la CFE en 2024. Este indice nos proporciona la “forma” empirica de
como colapsa la red a lo largo del afio.

Los reportes de la CFE publican el SATFI de forma acumulada. Para encontrar el peso de
cada mes aislado, calculamos la diferencia (A) respecto al mes anterior. Sabiendo que el total
nacional del SAIFI (0.113) representa el afio completo, lo equiparamos a nuestra esperanza
local de 57 cortes mediante una asignaciéon proporcional:
ASATFI,
Cortes, = | ———— 57
e ( 0.113 )

Tabla 3.2: Tabla 2. Distribucién de los 57 cortes usando la densidad del SAIFI 2024.

SAIFI
Mes Acumulado A SATFI Cortes Exactos  Cortes Asignados
Enero 0.013 0.013 6.56 7
Febrero 0.017 0.004 2.02 2
Marzo 0.022 0.005 2.52 2
Abril 0.027 0.005 2.52 2
Mayo 0.037 0.010 5.04 5
Junio 0.053 0.016 8.07 8
Julio 0.065 0.012 6.05 6
Agosto 0.080 0.015 7.57 8
Septiembre 0.096 0.016 8.07 8
Octubre 0.103 0.007 3.53 4
Noviembre 0.106 0.003 1.51 1
Diciembre 0.113 0.007 3.53 4

El andlisis revela dos momentos criticos: el pico de calor reflejado en Junio (8 cortes) y la
temporada de lluvias fuertes y huracanes en Agosto y Septiembre (8 cortes). El invierno
representa un estado de alta estabilidad eléctrica.

3.5. Modelado del Proceso de Poisson No Homogéneo (PPNH)

Para integrar las fallas en la EDE, la ocurrencia de los cortes debe ser modelada en tiempo
continuo ¢, donde ¢ € [0, 365] representa los dias del ano. Para ello, utilizamos un Proceso de
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Poisson No Homogéneo, cuya intensidad de fallas A\(¢) varfa en el tiempo.

El modelo se define como la suma de una tasa base constante y dos funciones de perturbacién
gaussianas. Las gaussianas modelan perfectamente como inicia y termina una ola de calor
o temporada de lluvias de manera suave, evitando discontinuidades que harian inestable la
simulacién, y hacen coincidir el mayor riesgo de falla eléctrica justo en las épocas mas calurosas
del ano.

La funcién analitica propuesta es:

(t — 165)2 (t — 258)2
— 0. . SRR 2 ) G/
A(t) =0.07 + 0.30 exp ( %00 + 0.28 exp 1950

Donde: * 0.07: Es el ruido de fondo (fallas aleatorias de infraestructura), garantizando que
exista riesgo incluso en invierno. * El primer exponencial: Captura la anomalia térmica de
Junio (dia 165 del ano) con una amplitud de 0.30 cortes adicionales por dia. * El segundo
exponencial: Captura la anomalia pluvial de Septiembre (dia 258) con una cola de varianza
mas ancha para cubrir los huracanes de agosto a octubre.

Funcidn de Intensidad Diaria A(t) para Cortes de Energia

0.35 4

I I e

N N W

S o o
L

Cortes Esperados por Dia
=]
=
w

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Dia del Afio (t)

Figura 3.1: Funcién de intensidad de fallas eléctricas A(t) a lo largo del ano. El modelo base
suma el ruido constante del sistema més dos nicleos gaussianos que representan

la temporada de estiaje/ola de calor (alrededor del dia 165) y la temporada de
huracanes (alrededor del dia 258).

3.6. Validacion del Modelo (Calculo Integral)

En un Proceso de Poisson No Homogéneo, el ntimero esperado de eventos en cualquier intervalo
de tiempo (t;,t,] estd dado estrictamente por el drea bajo la curva de su funcién de intensidad:
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E[N(t,to)] = [ A(t)dt.

Para verificar que nuestro modelo matematico refleja la realidad, calculamos numéricamente
las 12 integrales definidas para cada mes del ano y las comparamos con el objetivo empirico de
la CFE:

Tabla 3.3: Tabla 3. Validacién de Valores Esperados por Integral vs. Datos CFE.

Mes Objetivo Empirico (CFE) Esperanza Integral E[N]
Enero 7 2.19
Febrero 2 1.97
Marzo 2 2.21
Abril 2 2.50
Mayo ) 5.39
Junio 8 8.35
Julio 6 6.54
Agosto 8 7.20
Septiembre 8 8.24
Octubre 4 6.27
Noviembre 1 3.51
Diciembre 4 2.37

La suma total del dominio continuo arrojé un valor exacto de 56.74 cortes, lo que empata
perfectamente con nuestra meta de 57 eventos anuales. Esto garantiza que el generador
estocéstico de nuestra simulaciéon en Python estara acoplado a la realidad operativa de Tuxtla
Gutiérrez.

3.7. Calibracién de la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE)

Enlazando la dindmica de la red eléctrica con la termodinamica, recordamos que la temperatura
interna T'(t) del refrigerador estd gobernada por:

dT(t) = r(a(t)[0((t)) = T(D)]dt + o (a(t))dW (t) + 7dNpyeria(t)

Para reflejar fielmente a un equipo institucional que cumple el estdndar de la OMS (como el
modelo Haier HBC-150), calibraremos los coeficientes.
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3.7.1. Régimen 1: Operaciéon Normal (a(t) = 1)

Ocurre cuando hay energia eléctrica y el compresor funciona. * Temperatura de Consigna
(61): Se establece en 5°C, el centro ideal del rango normativo de seguridad (2°C a 8°C). *
Velocidad de Enfriamiento (x,): Representa la capacidad del motor para recuperar la
temperatura. Se calibra en x; = 0.1188. * Ruido del Compresor (o;): El motor prende y
apaga intermitentemente para mantener los 5°C. Para que el 99.7 % del tiempo las fluctuaciones
se mantengan en un rango de +3°C (regla empirica de 3 sigmas del proceso Ornstein-Uhlenbeck),
calculamos o, = v/0.2376 ~ 0.487.

3.7.2. Régimen 2: Falla Eléctrica (a(t) = 2)

Se activa cuando el Proceso de Poisson dispara un apagén. * Temperatura Exterior (6,):
Para evaluar el caso critico en Tuxtla Gutiérrez, fijamos una temperatura ambiental extrema
de 43°C. * Inercia Térmica (k,): Los refrigeradores OMS cuentan con paquetes de hielo
como “masa térmica”. El equipo Haier garantiza un Holdover Time (tiempo de autonomia)
de 63.8 horas a 43°C antes de rebasar los 8°C. Usando la solucién analitica de enfriamiento
determinista de 5°C a 8°C:

8 =43 + (5 — 43)e #2(63-8)

Al despejar, obtenemos un valor sumamente bajo de k, ~ 0.00128, lo que demuestra la alta
efectividad del aislamiento térmico. * Volatilidad Externa (o,): Sin compresor encendido, las
variaciones obedecen solo a micro-filtraciones de aire. Establecemos un ruido menor: oy = 0.05.

3.7.3. Perturbaciones Discretas: Apertura de Puertas (N, (1))

Las aperturas de puerta son provocadas activamente por el personal de enfermeria para sacar o
guardar biolégicos. * Tasa de Aperturas: Se modelan con un Proceso de Poisson Homogéneo
que ocurre solo durante el horario laboral. * Impacto de la Apertura (v): Asignamos
un incremento térmico inmediato de +0.5°C por evento. Esta es la perturbacién que altera
bruscamente la temperatura.
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