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1 Introduccion

La conservacion de vacunas en condiciones éptimas es uno de los mayores desafios para los
sistemas de salud publica. Los biolégicos son productos sensibles que requieren mantenerse
estrictamente dentro del rango normativo de 2°C a 8°C desde su produccién hasta su aplicacion.
Romper esta cadena de frio altera la estructura de los antigenos, reduciendo o anulando su
efectividad inmunolégica de manera irreversible.

Este problema aumenta en regiones con climas calidos extremos, como la ciudad de Tuxtla
Gutiérrez, Chiapas. Las altas temperaturas ambientales aceleran la transferencia de calor
hacia el interior de los equipos de refrigeracion, reduciendo su tiempo de autonomia pasiva. A
este factor climético se suman dos perturbaciones operativas criticas: las interrupciones en el
suministro de la red eléctrica local por parte de la Comision Federal de Electricidad (CFE) y el
intercambio de aire con el exterior cada vez que el personal clinico abre la puerta del equipo
para extraer o resguardar dosis.

Dado que tanto los apagones como las aperturas de puerta ocurren en momentos aleatorios y con
duraciones variables, los modelos matematicos deterministas tradicionales resultan insuficientes
para evaluar el comportamiento real del sistema. Para resolver esta complejidad, este trabajo
presenta el desarrollo de un modelo estocastico continuo acoplado a una simulaciéon de eventos
discretos. El enfoque principal consiste en simular el comportamiento termodindmico de un
refrigerador precalificado por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), especificamente
el modelo Haier HBC-150, bajo las condiciones de estrés ambiental y eléctrico de la capital
chiapaneca.

El documento se estructura de la siguiente manera para guiar al lector en la resolucién del
problema:

1. Fundamentos Tedricos: Se definen los principios matematicos de los procesos estocas-
ticos, detallando el proceso de Ornstein-Uhlenbeck y su modificacién mediante cambios
de régimen (regime-switching) para alternar entre el estado de enfriamiento activo y el
calentamiento pasivo.

2. Estudio de Caso y Calibracién: Se recopilan los pardmetros técnicos del refrigerador
Haier HBC-150 y los datos histéricos de fallas de la CFE y del clima de Tuxtla Gutiérrez,
asignando valores numeéricos a las tasas de atraccién térmica, volatilidades y frecuencias
de eventos.

3. Metodologia de Simulacién Computacional: Se describe el disefio del algoritmo
implementado en Python, explicando la particion temporal en pasos de 5 minutos, la



vectorizacion del ruido browniano y el acoplamiento de la ecuacién de Arrhenius con un
modelo de inventario clinico en dientes de sierra.

. Analisis de Montecarlo y Riesgo Operativo: Se discuten los resultados estadisticos
extraidos de 1,000 trayectorias anuales independientes. Se analizan las mermas esperadas,
el comportamiento estacional de las pérdidas en relacion con las campafnas de vacunacién
y se establece el intervalo de prediccion final para la toma de decisiones en salud ptublica.
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2 Fundamentos Teoricos

En este capitulo se presentaran las bases conceptuales y el marco formal del calculo estocastico
que fundamentan el desarrollo de nuestro modelo matematico para la red de frio. Se definiran
en primer lugar los procesos estocéasticos elementales para, posteriormente, construir la ecuacién
diferencial estocastica (EDE) hibrida que rige el sistema.

2.1. Procesos Estocasticos

El modelado térmico de un refrigerador de vacunas expuesto a incertidumbres continuas y
perturbaciones discretas requiere herramientas mas alld del calculo determinista. Desde una
perspectiva analitica, un proceso estocastico representa la generalizacién de una variable
aleatoria indexada en un conjunto ordenado, parametrizando la evoluciéon de un sistema bajo
incertidumbre.

Definicién 2.1 (Proceso Estocastico). Sea (€2, 7,P) un espacio de probabilidad y sea § C R?
un espacio muestral dotado de su respectiva o-algebra de Borel. Un proceso estocéastico es una
familia de variables aleatorias {X, },.s parametrizadas por t € 7, donde 7 C R.

Dependiendo de como es el conjunto de indices T, los procesos estocasticos se clasifican en
dos:

1. Procesos estocasticos a tiempo discreto: Si 7 es numerable, por lo general 7 =
Ny = {0,1,2,...} o T = Z, decimos que el proceso estocastico es a tiempo discreto.
En este escenario, el sistema evoluciona mediante transiciones discretas en pasos fijos
discretizados.

2. Procesos estocasticos a tiempo continuo: Si T es un intervalo de R, por lo general
T =[0,00) o un intervalo acotado 7 = [0,T], T" > 0, se dice que el proceso estocastico
es a tiempo continuo. Esta estructura es la adecuada para modelar fenémenos fisicos
continuos, como la transferencia térmica.

Para enlazar la teoria probabilistica con la observacién empirica de un fenémeno estocastico, es
indispensable establecer la distincién entre el espacio funcional del proceso y sus realizaciones
particulares.



Definicién 2.2 (Trayectorias del Proceso Estocastico). Si {X,};-( es un proceso estocastico a
tiempo continuo, para cada w € 2 fijo y & = R, se definen las trayectorias del proceso como:

T =[0,00) 8§ =R

t— X, (w).

Las propiedades analiticas de un proceso estocéstico, tales como la continuidad, la diferen-
ciabilidad y la presencia de discontinuidades finitas, se definen estrictamente a partir del
comportamiento de varias componentes, para més detalles consultar (Karlin y Taylor 1998). Los
componentes aleatorios de nuestro sistema se sustentan en tres procesos estocésticos especificos
a tiempo continuo.

2.1.1. Movimiento Browniano (Proceso de Wiener)

Para representar las fluctuaciones térmicas continuas de baja intensidad asociadas al ruido
intrinseco del termostato y microtransferencias de calor se utiliza el movimiento Browniano.

Definicién 2.3 (Proceso de Wiener). Un proceso estocastico a tiempo continuo {W (%)}~
definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, #,{F,},P) es un movimiento Browniano
estandar o proceso de Wiener si cumple con las siguientes propiedades:

1. W(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 < ¢; < 15 <
... < t,, las variables aleatorias W (ty) — W (ty),..., W (t,,) — W (¢t,,_;) son mutuamente
independientes.

3. Posee incrementos estacionarios gaussianos, es decir, para todo t > s > 0, W(t) — W (s) ~
N(0,t—s).

El término dW (t) = W (t + dt) — W (t) representa el diferencial del proceso de Wiener. Este
denota una perturbaciéon gaussiana elemental en un intervalo infinitesimal dt, caracterizada por
una media E[dW (t)] = 0 y una varianza E[(dW (t))?] = dt. Para una revisién detallada sobre
las propiedades de medida y construcciones analiticas de este proceso, se sugiere consultar a
(Karatzas y Shreve 1998).

2.1.2. Procesos de Poisson

Las aperturas de las puertas del refrigerador por el personal médico constituyen eventos discretos
y repentinos que alteran instantdneamente la temperatura interna. Este tipo de fenémenos se
modela mediante un proceso estocéstico a tiempo continuo de saltos puros.



Movimiento Browniano Estandar W(t)

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

Ww(t)
o
o
T

—0.2

_04 .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo t

Figura 2.1: Trayectoria simulada del proceso de Wiener. El eje horizontal representa el avance
del tiempo continuo en un horizonte parametrizado de T' = 1.0 con incrementos de
dt = 0.001. El eje vertical denota la posicién de las fluctuaciones aleatorias W (t),
iniciando en el origen W(0) = 0.

Definicién 2.4 (Proceso de Poisson Homogéneo). Un proceso estocastico a tiempo continuo
{N(t)};> que toma valores enteros en el espacio de estados & = N, es un proceso de Poisson
homogéneo con pardmetro de intensidad constante A > 0 si satisface las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 <¢; <ty < ... <
t,, las variables aleatorias discretas N (t5) — N(¢,),..., N(t,,) — N(t,,_;) son mutuamente
independientes.

3. Posee incrementos estacionarios; lo que implica que la ley de probabilidad de cualquier
incremento N (t + s) — N(s) depende tnicamente de la amplitud temporal ¢ y resulta
invariante ante traslaciones sobre el origen cronoldgico s. De forma explicita, la variable
aleatoria N (t) sigue una distribucién de Poisson con pardmetro o tasa media dada por el
producto At, es decir:

n—1

P(N(t)=n) = -"~—— n=0,1,2,...

Para formalizar analiticamente el comportamiento probabilistico de los saltos sin recurrir a
nociones intuitivas, las probabilidades de transicién asociadas al incremento del proceso en un
intervalo acotado de longitud h > 0 se especifican rigurosamente mediante el limite asintético
cuando h — 0:



P(N(t+h) — N(t) = 1) = A + o(h)
P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h)

donde la notacién algebraico-asintética de Landau o(h) denota una funcién de orden superior

tal que lim;,_,, 0(,?) = 0. Esto garantiza formalmente que la probabilidad de ocurrencia de

multiples eventos simultaneos en una fraccién temporal infinitesimal es practicamente nula.

Sin embargo, en la dindmica real de un centro de salud, la tasa de aperturas del refrigerador
no es constante; exhibe una estacionalidad diaria (por ejemplo, mayor actividad en horas pico).
Para capturar esta variabilidad, generalizamos el modelo relajando la propiedad de incrementos
estacionarios.

Definicién 2.5 (Proceso de Poisson No Homogéneo). Un proceso estocéstico a tiempo continuo
{N(t)};>0 es un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad A(t) > 0 (para
t > 0) si satisface las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes.

3. Para todot > 0 y h > 0, la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en el
intervalo (t,t + h] estd dada por la tasa instantdnea en el tiempo ¢:

P(N(t+h) — N(t) = 1) = A(t)h + o(h)

4. La probabilidad de observar dos o mas eventos en dicho intervalo es de orden superior a
h:
P(N(t+ h)— N(t) >2) =o(h)

Una exposicién rigurosa sobre los procesos de conteo, sus generalizaciones no homogéneas y sus
aplicaciones en sistemas con discontinuidades puede encontrarse en (Ross 1996).

2.1.3. Cadenas de Markov a Tiempo Continuo

Los fallos prolongados en el suministro eléctrico de la red publica alteran estructuralmente la
dindmica del sistema. Para modelar estas transiciones entre estados macroscépicos del entorno,
introducimos una cadena de Markov en tiempo continuo.

Definicién 2.6 (Cadena de Markov a Tiempo Continuo). Sea {«(t)},~, un proceso estocastico
que toma valores en un espacio de estados finito y discreto M = {1,2,...,m}. Se dice que a(t)

es una cadena de Markov en tiempo continuo si para todo s,t > 0 y estados i,j € M, cumple
la propiedad de Markov:

Pla(t+s)=j]a(s) =i,a(u) =a,,0<u<s)=Plalt+s)=j|als) =1)
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Procesos de Poisson N(t), Homogéneo y No Homogéneo
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Figura 2.2: Trayectorias simuladas de dos procesos de Poisson. El eje horizontal representa
el tiempo de observacién en un horizonte de T' = 10.0 con incrementos discretos
de dt = 0.01. El eje vertical contabiliza el niimero acumulado de eventos discretos
N(t), iniciando en N(0) = 0. La linea continua (azul) ilustra un Proceso de Poisson
Homogéneo con una tasa de intensidad constante A = 1, evidenciando incrementos
estacionarios, por otro lado la linea punteada (roja) representa un Proceso de
Poisson No Homogéneo con una intensidad de A(t) = % + gsin (’f—é), es decir es
dependiente del tiempo, concentrando una mayor densidad de saltos en el periodo
central del intervalo (simulando, por ejemplo, las horas pico de aperturas del
refrigerador durante una jornada clinica). Ambas gréficas exhiben la naturaleza
escalonada continua por la derecha con limites por la izquierda, por sus siglas en

francés (cadlag), propia de los procesos de saltos puros.
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Las leyes de transicién y la evoluciéon temporal de las probabilidades de estado de la cadena
{a(t)};~( se encuentran completamente caracterizadas por la matriz de intensidades de transi-
cién Q = (q;;) € R™*™. Si definimos las funciones de probabilidad de transicién condicional
mediante p;;(h) = P(a(t + h) = j | a(t) = i) para un incremento temporal positivo h > 0, las
componentes de la matriz @ se determinan evaluando el limite analitico en el origen:

1. Para transiciones entre estados distintos (i # j), la componente q;; representa la tasa
instantanea o intensidad de conmutacién desde el régimen i hacia el régimen j, definida
como:

, pij(h)
o= lim ——— >0
;= lim, =5 2
2. Para los elementos situados sobre la diagonal principal (i = j), la componente g;; repre-
senta la tasa neta de salida del estado i, cumpliendo por conservacién de la probabilidad

que la suma por filas de la matriz ) sea idénticamente nula:

Y pn’(h)_l_
L S B

A través de esta formulacién basada en limites, las probabilidades de transiciéon de primer
orden quedan descritas mediante las expresiones p;;(h) = ¢;;h + o(h) para i # j, y p;;(h) =
1 + g;;h + o(h). Esto permite modelar las conmutaciones macroscépicas de la dindmica del
refrigerador sin necesidad de introducir variables temporales discretas ni heuristicas. Los lectores
interesados en profundizar en las propiedades asintéticas y de estabilidad de estos procesos
hibridos pueden remitirse al texto especializado de (Asmussen 2003).

2.2. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas y la Integral de 1t6

Una vez establecidos los procesos estocasticos de soporte, es necesario definir las reglas ope-
racionales que permiten construir y resolver ecuaciones sujetas a perturbaciones aleatorias
continuas. Dado que las trayectorias del movimiento Browniano no son de variacién acotada y
tampoco son diferenciables en ningin punto, entonces la expresion clasica dW (t)/dt no tiene
sentido dentro del calculo ordinario. Por lo tanto, la integracién respecto a procesos estocasticos
requiere la construccién de una nueva herramienta analitica conocida como la integral de Ito.

Definicién 2.7 (Integral de It6). Sea {X(t)},-( un proceso estocastico adaptado a la filtracién
Browniana {7, },., que satisface la condicién de integrabilidad, i.e. £ [ fo "X 2(t)dt] < o0. La

integral de Itd de X (¢) respecto al proceso de Wiener W (t) se define como el limite en media
cuadratica de sumas de Riemann aproximadas por la izquierda:

12



n—1

/ "X = 1 S XV ()~ W) en 22

donde 0 =t, < t; <...<t, =T es una particiéon del intervalo [0, 7] cuyo didmetro tiende a
cero cuando n — oo.

A diferencia del calculo clasico, evaluar el integrando estrictamente en el extremo izquierdo de
cada subintervalo (t;) garantiza que la integral resultante conserve la propiedad de martingala,
lo que implica que su esperanza matematica es nula, i.e. E [fOT X(t)dW(t)] = 0. A partir de
este concepto fundamental, se establece la formulaciéon de una Ecuacién Diferencial Estocastica
(EDE).

Definicién 2.8 (Ecuacién Diferencial Estocastica). Una ecuacién diferencial estocéstica para
un proceso {X(t)};, es una relacién simboélica expresada en su forma diferencial mediante:

dX(t) =0b(t, X(t))dt + o(t, X(t))dW (t) (2.1)
donde b(t, X (t)) denota el coeficiente de deriva y o(t, X(t)) representa el coeficiente de difusién.

El término dX(t) en la Ecuacién 2.1 no debe interpretarse como una derivada ordinaria, sino
como una representacién abreviada de su ecuacién integral equivalente:

X(t) = X(0) —I—/ b(s,X(s))ds+/ o(s, X (s))dW(s) (2.2)
0 0

En la Ecuacién 2.2, la primera integral respecto al tiempo es una integral ordinaria de Lebesgue-
Stieltjes que captura la tendencia determinista del sistema, mientras que la segunda es una
integral de It6 que modela el ruido estocastico continuo. Para una revision rigurosa del calculo
estocastico elemental, se sugiere consultar a (Karatzas y Shreve 1998).

Para asegurar que una EDE posea una soluciéon tnica ante cualquier condicién inicial, los
coeficientes de deriva y difusion deben cumplir ciertas condiciones, expuestas en el siguiente
teorema de existencia y unicidad.

Teorema 2.1 (Teorema de Existencia y Unicidad). Sea la EDE definida en la Ecuacién 2.1
con una condicion inicial X(0) = X, independiente del proceso de Wiener. Supdngase que para
todo t € [0,T] y variables x,y € R, los coeficientes satisfacen las siguientes dos restricciones:

1. Condicion de Lipschitz global: Existe una constante K > 0 tal que:

[b(t, ) = bt y)| + |o(t,2) —o(t,y)| < K|z —y]

13



2. Condicion de crecimiento lineal: Existe una constante C' > 0 tal que:
b(t,2)| + |o(t, )| < C(1 + |z])

Bajo el cumplimiento de ambas condiciones, la ecuacion tiene una solucién fuerte tnica

{X(t)}te[[) 7] con trayectorias continuas con probabilidad 1, una demostracion a detalle de este
b

teorema, basada en el método de aproximaciones sucesivas de Picard, se encuentra en (Arnold

1974)

La condicién de Lipschitz previene que las trayectorias colapsen de manera indeterminada,
garantizando la unicidad, mientras que la restriccién de crecimiento lineal evita que las soluciones
diverjan a infinito en un tiempo finito.

2.3. El Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Clasico

Como paso previo al desarrollo de nuestro modelo termodindmico final, es indispensable
introducir un tipo particular de EDE que modela la inercia fisica y la atracciéon hacia un estado
de equilibrio: el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Definicién 2.9 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Un proceso estocastico {X ()}, es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck si satisface la siguiente ecuacién diferencial estocastica lineal
homogénea:

dX(t) = k(0 — X(£))dt + odW (¢) (2.3)

donde x > 0 representa la velocidad de reversién a la media, 6 € R denota el nivel de equilibrio
de largo plazo y o > 0 es la volatilidad del sistema.

La caracteristica principal de la Ecuacion 2.3 radica en su deriva lineal b(z) = k(6 —x). Cuando
el estado del proceso supera el valor de equilibrio (X () > ), la deriva se vuelve negativa,
empujando la trayectoria hacia abajo; inversamente, si el proceso se encuentra por debajo del
nivel de consigna (X (t) < ), la deriva se vuelve positiva, con lo cual hay un crecimiento hacia
el promedio. Esta propiedad de atraccién convierte a este proceso en la base ideal para simular
la oscilacién térmica de sistemas cerrados regidos por la ley de enfriamiento de Newton, cuyas
propiedades analiticas detalladas se discuten en (Karlin y Taylor 1998).
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2.4. Formulacion de la Ecuacion Diferencial Estocastica General

Una vez definidos los elementos estocéasticos elementales, es posible formular el marco matematico
que une la evolucién analitica continua con las perturbaciones aleatorias y los saltos discretos.
De acuerdo con el marco general desarrollado por (Yin y Zhu 2010) y (Platen y Bruti-Liberati
2010), una Difusién Hibrida con Conmutacién de Régimen y Saltos se define mediante el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas:

dT(t) = p(T(t), a(t))dt + o(T(t), a(t))dW (t) + (Tt ), a(t™))dN(t) (2.4)

En la Ecuacién 2.4, el término T'(¢~) = lim,_,, T'(s) preserva la propiedad de continuidad por
la izquierda con limites por la derecha (cadlag) del proceso ante la ocurrencia de un salto. Las
funciones de coeficientes se definen como:

i Rx M — R (Coeficiente de deriva o tendencia)

oc:RxM — R (Coeficiente de difusién o volatilidad)

v:RxM — R (Magnitud o intensidad del impacto del salto)

La incorporacién con la cadena de Markov «(t) indica que los pardmetros estructurales del
sistema cambian de forma aleatoria e instantdnea cuando el entorno conmuta de estado.

Para ilustrar el impacto de nuestra formulacién matemaética sobre el modelado fisico de la
red de frio, es fundamental contrastar el comportamiento de las trayectorias resultantes. La
simulaciéon numérica del modelo revela cémo la incorporacién de discontinuidades captura
fenémenos que los modelos clasicos omiten.

Como muestra la Figura 2.3, al modelar el sistema exclusivamente con componentes difusivos
continuos se subestima el riesgo de trayectorias térmicas fuera del rango normativo de la OMS
(2°C a8 °C). La inclusion del proceso de saltos justifica nuestra necesidad de utilizar el Lema de
1t6 generalizado, ya que la temperatura experimenta cambios finitos instantaneos que rompen
la diferenciabilidad clésica del modelo.

2.5. El Modelo Estocastico de Red de Frio (Ornstein-Uhlenbeck
Modificado)

Pasando a la fisica de nuestro problema particular, adaptamos la Ecuacién 2.4 bajo una
estructura termodinamica de reversién a la media. Trabajaremos bajo la hipotesis de que el
comportamiento de la temperatura interna T'(¢) de un refrigerador institucional de vacunas se
rige por la siguiente ecuacién diferencial estocdstica de Ornstein-Uhlenbeck hibrida con saltos
de Poisson:
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Comparacidén de Dindmicas: Temperatura Interna del Refrigerador

Temperatura T(t) (°C)
()]

—— EDE Continua (Solo Movimiento Browniano)
—— EDE Hibrida (Movimiento Browniano + Saltos)
---- Nivel de Reversién 0 (4 °C)

Figura 2.3:

Tiempo t (horas)

Trayectorias simuladas de la Ecuacién Diferencial Estocastica de Ornstein-Uhlenbeck
para la temperatura interna de un refrigerador de vacunas. El eje horizontal repre-
senta el tiempo de observacién en un horizonte de 7' = 10.0 horas con incrementos
de dt = 0.01. La linea base negra indica la temperatura éptima 6 = 4°C. La tra-
yectoria continua (azul) ilustra una difusién cldsica perturbada inicamente por el
movimiento Browniano dW (t), simulando las microfluctuaciones gaussianas del ciclo
del compresor. Por otro lado, la trayectoria hibrida (roja) anade perturbaciones me-
diante un proceso de Poisson dN(t), modelando impactos macroscépicos. Se observa
claramente c6mo los saltos térmicos positivos (simulando aperturas de la puerta por
el personal) elevan bruscamente la temperatura, la cual posteriormente experimenta
una reversion a la media controlada por el parametro . Las trayectorias fueron
aproximadas computacionalmente mediante el método de Euler-Maruyama, que
presentaremos mas adelante.
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dT(t) = w(a(®)(a(t)) — T)]dt + o(alt))dW () + vdN (¢) (2.5)

Bajo esta parametrizacién particular, el espacio de estados de la cadena de Markov se restringe a
dos regimenes operativos fundamentales, M = {1, 2}, cuyas implicaciones fisicas y estocésticas
se detallan en los siguientes conceptos:

Definicién 2.10 (Inercia Térmica y Pardmetros Estructurales). La inercia térmica es la
capacidad de la masa interna del refrigerador (biolégicos, paquetes refrigerantes y botellas de
agua) para amortiguar la transferencia de calor del exterior. En la Ecuacién 2.5, se modela
mediante el coeficiente de velocidad de reversién k(a(t)) > 0. A mayor inercia térmica, menor
serd el valor de x en ausencia de energia eléctrica, retrasando el calentamiento del refrigerador.
El pardametro de volatilidad o(«(t)) > 0 mide el ruido continuo gaussiano inducido por el ciclo
del compresor.

Definicién 2.11 (Corte de Energia (Conmutacién de Régimen)). Se define como la transicién
de la cadena de Markov debido a fallos en el suministro eléctrico. El sistema conmuta del
régimen con suministro normal (a(t) = 1) al régimen de falla (a(t) = 2). Esta conmutacién
altera los limites asintdticos de la deriva en la Ecuacién 2.5:

1. Régimen «(t) = 1: El sistema converge a la temperatura ideal del termostato, es decir,
0(1) = 4°C.

2. Régimen «(t) = 2: Al apagarse el motor, el sistema interrumpe el enfriamiento y la
temperatura interna comienza a subir hacia la temperatura ambiente exterior del centro
de salud, parametrizada por 0(2) = T, .

am!

Definicién 2.12 (Apertura de Puertas (Perturbaciones por Saltos)). Corresponde a la entrada
brusca de aire cdlido exterior provocada por la manipulacién operativa del personal de enfermeria.
Este fendmeno ocurre de forma intermitente y se modela en la Ecuacion 2.5 mediante el término
de saltos vdN (t), donde v > 0 representa el incremento térmico discreto e instantédneo en
grados Celsius cada vez que el diferencial del proceso de Poisson registra un evento (dN(t) = 1).

2.6. El Lema de 1t6 Clasico y Generalizado

Para realizar transformaciones algebraicas sobre funciones que dependen de procesos estocasticos
o para desarrollar algoritmos de aproximacién computacional validos, el teorema fundamental
del célculo determinista debe sustituirse por el Lema de It6. Introducimos inicialmente la
versién elemental para difusiones continuas.
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Teorema 2.2 (Lema de Itd para Difusiones Continuas). Sea {X(t)};~o, considere la EDE
dada por la Ecuacion 2.1, con condicion inicial X(0) = x4, y sea V(t,x) una funcién escalar
continuamente diferenciable en su componente temporalt y dos veces continuamente diferenciable
en su componente espacial x. El diferencial estocdstico de la funcién compuesta viene dado por:

AV (L, X (1) = %‘; + b(t,X(t))g—Z + %az(t, X(t))% dt + o(t, X(t))g—‘;dW(t)

El término de segundo orden respecto a la derivada espacial surge de la propiedad cuadratica
del movimiento Browniano, donde (dW (t))? — dt en un sentido probabilistico. Este desarrollo
elemental se detalla conceptualmente en (Karatzas y Shreve 1998).

No obstante, dado que nuestro modelo usa conmutaciones estructurales discretas y discontinui-
dades puntuales, la version continua resulta insuficiente. Apoyados en los desarrollos de (Yin y
Zhu 2010) y (Platen y Bruti-Liberati 2010), establecemos el siguiente teorema analitico que
rige el calculo sobre trayectorias discontinuas con conmutacién:

Teorema 2.3 (Férmula de It6 para Difusiones Hibridas con Saltos). Sea V(t,T,i) una
funcion continuamente diferenciable en su componente temporal t, y dos veces continuamente
diferenciable en su componente espacial T para cada régimen operativo i € M. Si T(t) es un
proceso que satisface la Ecuacion 2.4, entonces el diferencial estocdstico de la funcion compuesta
V(t,T(t),a(t)) viene dado por:

Jev av 102V

dV(t,T(t),a(t)) = o 67M(T’ o) + gﬁ,ﬂ(T, o) + jez];[ Gow,V(t.T, )| dt
+ ?;U(T, a)dW )+ [V, Tt ) +v,at) = V(E, Tt ), alt™))]dN(t)

(2.6)

Como se puede apreciar en el Teorema 2.3, el operador diferencial de It se logra expandir. El
primer término entre corchetes afiade a la derivada temporal y al generador de difusién clasico
una sumatoria ponderada por las tasas de transicion g;; de la matriz @, lo cual captura el
efecto del cambio en la deriva. Por su parte, la componente final sustituye la derivada espacial
tradicional por un operador de diferencias finitas encargado de absorber la discontinuidad en
los tiempos de salto del proceso de Poisson.

2.7. Soluciones Numéricas de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En la préactica, la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales estocdsticas carecen de una
solucion analitica explicita debido a la no linealidad de sus coeficientes o al acoplamiento de
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sus perturbaciones. Por este motivo, resulta necesario recurrir a esquemas de aproximacién
numérica distribuidos en un mallado temporal discreto. A diferencia del calculo determinista,
donde la convergencia se evalia de forma puntual, en el &mbito estocédstico la cercania entre la
solucion real X(t) y la aproximacion discreta Y, requiere criterios fundamentados en la teoria
de la medida.

Para definir los criterios de convergencia, consideremos una particion regular del intervalo de
tiempo [0, 7] con un tamaifio de paso constante At = %, fijando los nodos temporales como
t,, = nAt para cada paso n =0, 1,..., N. Denotaremos a la solucién aproximada en el nodo ¢,
como Y, =Y(t,).

Definicion 2.13 (Convergencia Fuerte). Se dice que una aproximacién discreta Y converge
fuertemente de orden 7 > 0 hacia la solucién real X (T') en el tiempo terminal T si existe una
constante positiva C, independiente de At, tal que se cumple la desigualdad:

E[X(T) —Yn[l < C(At)”

La convergencia fuerte evalta el error promedio directo sobre cada trayectoria individual del
proceso. Es el criterio adecuado cuando interesa simular caminos muestrales especificos del
sistema.

Definicién 2.14 (Convergencia Débil). Se dice que una aproximacién discreta Y converge
débilmente de orden 5 > 0 hacia la solucién real X(T') en el tiempo terminal T si, para toda
funcién de prueba g : R — R continuamente diferenciable de crecimiento polinomial, existe una
constante positiva C' tal que:

[E[g(X(T))] - E[g(Yy)]| < C(At)”
La convergencia débil no compara trayectoria por trayectoria, sino que evalta la aproximacién

de la distribucién de probabilidad global y sus momentos estadisticos (como la media y la
varianza), para mas detalles consultar a (Kloeden y Platen 1992).

2.7.1. Esquema Numérico de Euler-Maruyama
El método de Euler-Maruyama constituye la extension estocastica mas elemental del método

de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias. Este esquema aproxima el cambio continuo
truncando las integrales de la ecuacion mediante aproximaciones de orden inferior.
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Teorema 2.4 (Teorema de Convergencia de Euler-Maruyama). Sea {X(t)};>(, considere la
EDE dada por la Ecuacion 2.1, con condicion inicial X (0) = x,, si se cumplen las hipotesis
del teorema de existencia y unicidad Teorema 2.1 y los coeficientes b y de difusion o son
continuamente diferenciables, entonces el esquema de Euler-Maruyama converge fuertemente
con orden:

v=0.5
y converge débilmente con un orden de acotacion de 5= 1.0.

Este orden de convergencia se fundamenta en que el incremento del movimiento Browniano
domina algebraicamente sobre el incremento del tiempo determinista, dado que su escala de
variacién es proporcional a VAt, la demostracién de este teorema se encuentra en (Kloeden y
Platen 1992).

Algoritmo General de Euler-Maruyama

Para aproximar numéricamente las trayectorias de la ecuacion en el intervalo [0, 7] con condicién

inicial X (0) = x,:
1. Inicializacién:

» Fijar el nimero de pasos N y calcular el incremento At =T/N.
» Construir la malla temporal ¢,, = nAt paran =0,1,..., N.
» Asignar el valor inicial a la primera posicién del vector: Y, = z.

2. Bucle de Simulacion: Para cada paso temporal n =10,1,..., N — 1:

» Generar una variable aleatoria normal estandar independiente: Z,, ~ N (0,1).
s Calcular el incremento del proceso de Wiener mediante el escalamiento:

AW’I’L = W(tn+1) - W(tn) = Zn VAt
s Actualizar el estado del proceso en el siguiente nodo evaluando la relacién recursiva:

Y,

n

+1 — Yn + b<tn? Yn)At =+ U<tn7 Yn)AWn

3. Resultado: El vector de estados discreto {Y{), Y7, ..., Yy} representa la trayectoria simu-
lada aproximada del proceso.
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2.7.2. Esquema Numérico de Milstein

El método de Milstein es un esquema numérico avanzado de orden superior que corrige la
aproximacion de la componente difusiva. Surge de aplicar de manera explicita el Lema de It6 al
integrando de la componente estocéstica en la expansion de Taylor-I1t6, rescatando los términos
de segundo orden que el método de Euler-Maruyama ignora.

Teorema 2.5 (Teorema de Convergencia de Milstein). Sea {X(t)},5q, considere la EDE dada
por la Ecuacion 2.1 sujeta a las condiciones estandar de regularidad, es decir si los coeficientes
b(t,z) y o(t,x) son dos veces continuamente diferenciables respecto a sus componentes y
cumplen los criterios de crecimiento acotado, entonces el esquema numérico de Milstein
converge fuertemente con un orden superior dado por:

v=1.0

El incremento en la velocidad de convergencia fuerte se logra al incorporar de forma analitica
el término correspondiente a la integral estocastica iterada

/ / AW (u)dW (s) = % [(AW,)? — Af],

la cual modela la curvatura interna del ruido estocastico dentro del intervalo de simulacién, lo
que permite una aproximacién mas precisa de la trayectoria. La demostracion de este resultado
se encuentra en (Kloeden y Platen 1992).

Algoritmo General de Milstein

Para aproximar numéricamente las trayectorias bajo el refinamiento de segundo orden estocéstico
en el intervalo [0, 7] con condicién inicial X (0) = x:

1. Inicializacién:

» Establecer el niimero de intervalos N y calcular el paso At =T /N.
s Definir los puntos de la malla ¢, = nAt paran =0,1,...,N.
= Asignar la condicién de inicio del proceso: Y, = z.

2. Bucle de Simulacién: Para cada paso temporal n =0,1,..., N — 1:

» Obtener una realizacién independiente de una variable normal estdndar: Z,, ~
N(0,1).
» Establecer el incremento browniano escalar correspondientemente: AW, = Z, v At.
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» Calcular analiticamente el valor de la primera derivada parcial del coeficiente de
difusion respecto a la variable espacial evaluado en el punto actual:

do(t,x)

0 (b V) =

(tn,Yn)

» Realizar la actualizacion recursiva del estado integrando la correcciéon de segundo
orden:

1
3. Resultado: El conjunto ordenado de aproximaciones numéricas {Y;, Y7, ..., Yy} conforma
la trayectoria analizada bajo estabilidad de orden superior.

2.8. Analisis Comparativo de Convergencia Fuerte

Para mostrar la diferencia analitica que hay entre los esquemas de Euler-Maruyama y Milstein,
y justificar la necesidad de utilizar este ultimo cuando se requiere precisiéon en trayectorias
individuales, planteamos un problema de control numérico. Consideremos el Movimiento
Browniano Geométrico (GBM), una EDE lineal homogénea caracterizada por un coeficiente de
difusiéon multiplicativo, dada por la ecuacién:

dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW (t) (2.7)

con condicién inicial X (0) = X, tendencia determinista p > 0 y volatilidad o > 0. Este proceso
posee una solucién analitica tinica dada por:

X(t) = X exp [(,u — 302) t+ aW(t)]

Esta forma cerrada nos permite contrastar directamente las aproximaciones numéricas contra
la realidad del proceso. La principal limitacién del método de Euler-Maruyama radica en su
coeficiente de difusién constante en cada paso temporal. Al truncar la integral estocéstica con
un orden de convergencia fuerte de 0.5, el esquema no absorbe correctamente la curvatura del
ruido multiplicativo (¢X,), acumulando errores significativos sobre las trayectorias individuales,
incluso ante mallados temporales relativamente pequefios. Por el contrario, el método de
Milstein integra el término de segundo orden estocastico, logrando que el vector de estados
discreto coincida con mayor precisiéon con la dindmica real del proceso (Kloeden y Platen
1992).

En la Figura 2.4, simulamos una trayectoria de GBM en un horizonte temporal acotado (7" = 2.0
anos) con una volatilidad alta (o = 1) y un tamano de paso discreto relativamente grueso
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Anadlisis Comparativo de Convergencia Fuerte: GBM (dX = uXdt + oXdW)

2.5
AA — Solucién Analitica Exacta
/' \Vi \‘ ---- Aproximacién Euler-Maruyama (Orden fuerte 0.5)
, \ —-— Esquema Numérico Milstein (Orden fuerte 1.0)
2.0 1
1.5 A
E
x
1.0
0.5 1
0.0 1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 2.4: Andlisis de convergencia fuerte de esquemas numéricos estocasticos para una
trayectoria de Movimiento Browniano Geométrico (GBM) definida por dX =
0.05Xdt + XdW con X, = 1. El eje horizontal representa el tiempo discreto y
el eje vertical el estado del proceso X(t). La linea negra continua muestra la
solucién analitica exacta. La linea roja discontinua ilustra la aproximacién de Euler-
Maruyama (Orden fuerte 0.5), evidenciando desviaciones significativas respecto a la
trayectoria real. La linea azul discontinua-punto representa el esquema de Milstein
(Orden fuerte 1.0), el cual sigue con alta precisién la dindmica exacta, demostrando
su estabilidad superior ante ruidos multiplicativos y mallados temporales gruesos.
La fuente de los datos corresponde a una simulacion de elaboraciéon propia generada
en Python.
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(At = 0.05, correspondiente a N = 40 pasos). Esta configuracién es deliberada para resaltar
las fallas de los aproximadores.

Como se puede apreciar en la Figura 2.4, la trayectoria roja que correspondiente al método de
Euler-Maruyama falla en aproximar la dindmica exacta (linea negra), presentando oscilaciones
exageradas y alejandose del valor real a medida que el tiempo avanza. Por otro lado, la
trayectoria azul del método de Milstein sigue practicamente de forma idéntica la trayectoria
real. Esta diferencia justifica nuestra decisién de utilizar el esquema numérico de Milstein
para simular el comportamiento térmico del refrigerador HBC-150, ya que el modelo hibrido
presenta un coeficiente de ruido continuo o(«(t)), lo cual genera perturbaciones multiplicativas
que requieren un orden de convergencia estricto para no subestimar el riesgo de trayectorias
erraticas.
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3 Estudio de Caso: Calibracion Termodinamica,
Eléctrica y Cinética de Degradacion

3.1. Motivacion y Contexto del Estudio

El presente capitulo consolida el marco tedrico desarrollado previamente, trasladandolo de una
formulacion matematica abstracta a un escenario de aplicacién altamente critico: la red de
frio para la preservacion de vacunas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas. La eleccién de esta regién
geografica como caso de estudio se debe a la combinacion de condiciones climatoldgicas de calor
extremo y a la vulnerabilidad de la infraestructura eléctrica local ante fenémenos meteorologicos.
Bajo este entorno, los refrigeradores institucionales que resguardan los biolégicos de alto valor
inmunolégico operan bajo condiciones de estrés continuo.

Para garantizar la validez y la utilidad del modelo computacional, se evitara la parametrizacién
arbitraria de la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE). Un modelo probabilistico con tasas de
intensidad o volatilidades carentes de fundamento fisico produciria trayectorias desconectadas
de la realidad operativa. Por consiguiente, el objetivo central de este capitulo es la calibracién
rigurosa de las variables del sistema.

El proceso de estimacion y asignacion de parametros se desarrollara en las siguientes tres fases
analiticas:

1. Caracterizacion Estocastica del Suministro Eléctrico: Mediante el anélisis de
datos oficiales de la Comisién Federal de Electricidad (CFE), se modelara la frecuencia
y la duracién de las interrupciones del servicio eléctrico. Estas estimaciones permitiran
estructurar la conmutacién de la cadena de Markov y los Procesos de Poisson No
Homogéneos acoplados a la ecuacion.

2. Calibracion Termodinamica del Equipo Operativo: A partir de las especificaciones
técnicas y requerimientos normados por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), se
deducirdn analiticamente los coeficientes de reversion a la media (k) y las volatilidades
térmicas (o) que dictan el enfriamiento activo y la inercia pasiva del refrigerador de
estudio.

3. Cinética de Degradacion Biol4gica: Finalmente, se vinculara el comportamiento
térmico dada por la EDE con la Ecuacién de Arrhenius, estableciendo el marco cuantitativo
necesario para evaluar la pérdida de viabilidad farmacolégica que sufren las vacunas
durante algun fallo.
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3.2. Datos Base e Histérico de Interrupciones Eléctricas

El objetivo de esta fase es modelar la tasa de ocurrencia y la escala temporal de las interrupciones
del suministro eléctrico en el area geografica de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas. Para evitar supuestos
tedricos alejados de la realidad operativa de la red local, los datos de partida no se asignaron
de manera arbitraria, sino que se obtuvieron a través de los registros oficiales de la Comisién
Federal de Electricidad (CFE). Mediante una solicitud de informacién publica de transparencia
dirigida a la CFE, se obtuvo el registro histérico del promedio mensual de interrupciones y su
duracién para el municipio de Tuxtla Gutiérrez.

A partir de dicha solicitud, se recabé el comportamiento historico del municipio para el periodo
comprendido entre los anos 2019 y 2025. La Tabla 3.1 contien dicha informacién, presentando
el ntimero de interrupciones promedio por mes y la duracién promedio en horas por cada corte
de energia.

Tabla 3.1: Interrupciones eléctricas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas (Fuente: Solicitud de Trans-
parencia a la CFE).

Ntumero de interrupciones Duracién Promedio de las
Afio promedio por mes interrupciones (Horas)
2019 25 2.02
2020 42 1.73
2021 47 2.03
2022 40 2.59
2023 49 2.23
2024 43 2.39
2025 38 2.02

El andlisis de la Tabla 3.1 muestra un incremento significativo en la frecuencia de fallas a partir
del ano 2020, estabilizindose en una franja superior a los 40 cortes mensuales. Este cambio
se debe al crecimiento de la carga térmica residencial e industrial y a la saturacién de los
transformadores de distribucién en la mancha urbana.

Para la calibracién de la EDE en este trabajo de investigacién, se selecciono el afio 2024 como
el escenario de linea base. Dicho afio presenta una media mensual de 43 interrupciones por
mes con una duraciéon promedio por corte de 2.39 horas. Al proyectar esta tasa mensual a una
tasa anual, se tiene que el ntimero total de interrupciones al ano esperadas a nivel municipal

(Ntotal) es:

N, = 43 cortes/mes x 12 meses = 516 cortes/afio (3.1)
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3.3. Correccion de Escala Espacial (Factor /-iespacml)

3.3.1. Justificacion de la Reduccion de Escala

El valor de 516 cortes al ano obtenido en la Ecuacién 3.1 es un dato agregado de todo el
municipio. En la modelacién aplicada, utilizar directamente este valor para un solo refrigerador
implicaria asumir que el edificio clinico sufre mas de un apagén diario, lo cual no es fisicamente
real. Este error ocurre al ignorar que un edificio estd conectado a un solo nodo de la red, no a
todos simultdneamente.

Para solucionar esto, introducimos un factor de escala espacial. De acuerdo con el Programa para
el Desarrollo del Sistema Eléctrico Nacional (PRODESEN) y los diagramas de infraestructura
del Centro Nacional de Control de Energia (CENACE) (Secretaria de Energia 2024), la
mancha urbana de Tuxtla Gutiérrez esta alimentada de manera sectorizada por exactamente
8 subestaciones principales de distribucién (Tuxtla Céntrica, Oriente, Poniente, Teran,
Tuxtla Norte, Tuxtla Dos, Mactumatzd y Real del Bosque).

3.3.2. La Esperanza Matematica Local

Asumiendo que las fallas de transmisién se distribuyen de manera uniforme sobre estas infra-
estructuras mediante el principio de razén insuficiente de Laplace, la probabilidad p de que
un evento afecte a la subestacion de interés (Tuxtla Norte, encargada de alimentar la zona de
hospitales y laboratorios de la Colonia Maya) es p = 1/8.

Por consiguiente, el nimero de cortes que absorbe la clinica local se comporta como una variable
aleatoria binomial N;,..; ~ B(Nypia, ), Cuya esperanza matematica es:

516 cortes
E[N, = =64.5 ~ 64 t 1 an 3.2
Niocail 8 subestaciones cortes al ano (3.2)

Al ajustar al entero mas cercano para mantener la naturaleza discreta de los eventos, establece-
mos una base realista de 64 interrupciones esperadas al ano para nuestra simulacién.

3.4. Distribucion Temporal de las Fallas

Las interrupciones no ocurren de manera homogénea a lo largo del ano (es decir, no se presentan
exactamente 5.33 cortes idénticos cada mes). La variabilidad mensual depende directamente
de los factores climaticos estacionales de la regién. Para no asignar los apagones de manera
aleatoria, utilizamos el comportamiento documentado en el Informe Anual de la CFE 202/
(Comisién Federal de Electricidad 2024), especificamente en su pagina 82, donde se registra la
evolucién de los indicadores de continuidad del servicio a lo largo de los meses.
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Para comprender la estructura de estos datos oficiales, la CFE evalia la continuidad del
suministro a través de dos indicadores internacionales de confiabilidad:

3.4.1. 1. indice de la Frecuencia de Interrupcién Promedio, en niimero (SAIFI)

El indicador SAIFT (System Average Interruption Frequency Index) contabiliza el nimero
promedio de interrupciones sostenidas que experimenta un usuario durante un periodo determi-
nado (generalmente un afio o un mes), es decir si se tiene una red eléctrica con un total de
N usuarios atendidos. Si en un intervalo de observacién ocurren M eventos de interrupcion,
donde cada evento i € {1,2,..., M} afecta a una cantidad de N; usuarios, el indice SAIFI se
expresa formalmente como:

M
Zizl N’L

SAIFI = (3.3)

3.4.2. 2. indice de Duracién Promedio de Interrupcién, en minutos (SAIDI)

El indicador SAIDI (System Awverage Interruption Duration Index) mide la duracién total
acumulada de las interrupciones sostenidas que experimenta el usuario promedio dentro del
periodo de evaluacion. Si cada evento de falla ¢ tiene una duracién temporal de r; horas, el
indice SAIDI se define analiticamente mediante:

M
Zi=1 Niri

SAIDI = N,

(3.4)

A partir de estas definiciones, la Tabla 3.2 presenta la evolucion mensual acumulada de los
indicadores SAIDI y SAIFI reportada en la pagina 82 del informe de la CFE.

Tabla 3.2: Evolucién mensual acumulada de los indicadores SAIDI y SAIFI (Fuente: Informe
Anual CFE 2024, p. 82).

Mes SAIDI Acumulado (Horas) SAIFI Acumulado
Enero 0.998 0.013
Febrero 1.110 0.017
Marzo 1.285 0.022
Abril 2.793 0.027
Mayo 4.120 0.037
Junio 5.774 0.053
Julio 6.557 0.065
Agosto 7.905 0.080

29



Mes SAIDI Acumulado (Horas) SAIFI Acumulado

Septiembre 8.592 0.096
Octubre 9.063 0.103
Noviembre 9.314 0.106
Diciembre 10.812 0.113

Dado que el informe de la CFE publica el indicador SAIFI de forma acumulada, es necesario
calcular la diferencia marginal (A) respecto al mes anterior para aislar el peso estadistico de
cada mes de forma individual:

Para distribuir los 64 cortes anuales calculados para la subestacién local respetando esta
estacionalidad, aplicamos una regla de tres simple basada en la proporcionalidad marginal.
Suponiendo que el valor total del SAIFT al final del afio (0.113) representa el 100 % de las
fallas (equivalente a los 64 cortes), entonces el incremento mensual generado en cada periodo
(ASAIFI,) representara una fraccién directamente proporcional de cortes. Expresado de forma
general para cualquier mes i, la asignacién viene dada por:

ASAITFI,
Cortesi = (SAAIFItOf;l> X [E[Nlocal] (36)
Sustituyendo los valores de nuestro escenario (SAIFL, ,,; = 0.113 y E[N;,..;] = 64), la ecuacién
del modelo es:
ASAIFI,;
Cortes; = <0T3Z> 64 (3.7)

Al hacer este cdlculo y redondeando al entero més cercano (realizando un ajuste para mantener
la conservacién de la suma total en 64), obtenemos la distribucién estacional empirica de fallas
presentada en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3: Distribucién estacional de los 64 cortes locales calculada mediante proporcionalidad
sobre el SATFI 2024.

Cortes Exactos Cortes Asignados
Mes A SATFT (Mensual) Calculados (Redondeo)
Enero 0.013 7.36 7
Febrero 0.004 2.26 2
Marzo 0.005 2.83 3
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Cortes Exactos Cortes Asignados

Mes A SATFI (Mensual) Calculados (Redondeo)
Abril 0.005 2.83 3
Mayo 0.010 5.66 6
Junio 0.016 9.06 9
Julio 0.012 6.79 7
Agosto 0.015 8.49 8
Septiembre 0.016 9.06 9
Octubre 0.007 3.96 4
Noviembre 0.003 1.70 2
Diciembre 0.007 3.96 4

El andlisis de la Tabla 3.3 revela con claridad los dos momentos estacionales de mayor vulne-
rabilidad y frecuencia de cortes en el suministro eléctrico de la regién. El pico més severo se
registra en Junio (9 cortes), un fendmeno ocasionado por las altas temperaturas extremas
registradas en Tuxtla Gutiérrez durante la primavera-verano, las cuales provocaron una satu-
raciéon en la red de distribucion eléctrica debido al uso masivo y simultaneo de sistemas de
aire acondicionado. El segundo periodo critico ocurre durante Agosto y Septiembre (8 y 9
cortes respectivamente), coincidiendo directamente con el maximo histérico de la temporada
de lluvias, tormentas tropicales y huracanes en el Sureste mexicano, eventos climaticos que
suelen derribar lineas de alta tensién y afectar transformadores locales. En contraste, la época
invernal se consolida como el periodo de maxima estabilidad en el servicio.

3.5. Modelado del Proceso de Poisson No Homogéneo (PPNH)

Para integrar estas interrupciones eléctricas dentro de la Ecuacién Diferencial Estocéastica
(EDE) en tiempo continuo ¢, donde ¢t € [0, 365] representa los dias del afio, utilizamos un
Proceso de Poisson No Homogéneo, cuya intensidad instantanea de eventos \(¢) varia en
funcién del tiempo para absorber la estacionalidad climatica.

El modelo se construye mediante la suma de una tasa base constante y dos funciones de
perturbacién gaussianas no normalizadas. La eleccion de nucleos gaussianos obedece a dos
razones analiticas fundamentales:

1. Transicién Tedrica Suave: Los fendmenos climaticos (como una ola de calor o la época
de huracanes) no inician ni terminan de forma abrupta. Una gaussiana permite modelar la
transicion gradual de las estaciones sin introducir discontinuidades de salto que volverian
inestable la resolucién numérica de la EDE.

2. Correlacion Fisica Estacional: Permite alinear y concentrar el mayor riesgo de que la
EDE salte al estado de falla eléctrica (apagén) exactamente en los dias donde el clima
ambiental exterior es mas adverso.
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La funcién analitica propuesta para la intensidad diaria de fallas es:

A(t) = Apgse + Ay exp (—W> + Ayexp (_@_“2)2>

2 2
207 205

Para calibrar estos coeficientes con los datos empiricos de Tuxtla Gutiérrez (2024), se realiza el
siguiente desglose analitico:

Tasa Base ()\,,,. = 0.0667): Representa el riesgo minimo de fondo debido a fallas
fortuitas o mantenimiento de la red, independiente del clima. Se calcula desde los meses
mas estables (febrero y noviembre, con 2 cortes al mes). Al dividir este valor, obtenemos

la tasa diaria:

2 cortes B
Abase = 30 dins ~ 0.0667 cortes/dia

Medias Temporales (y; = 152 y u, = 244): Ubican el centro méaximo de los picos de
riesgo. El primer pico se centra a principios de junio (el 1 de junio equivale al dia 152
del ano), alinedndose con el inicio del verano més caluroso. El segundo se centra a inicios
de septiembre (dia 244), el momento histéricamente méas activo de la temporada de
huracanes.

Amplitudes (4; =0.2333 y A, = 0.2333): Capturan la altura méxima de la campana
en los dias criticos. Como junio y septiembre registraron 9 cortes mensuales, la tasa en su
pico es de 9/30 = 0.30 cortes/dia. Dado que la tasa base ya aporta 0.0667, la magnitud
neta que debe sumar la gaussiana es la diferencia: 0.30 — 0.0667 = 0.2333.

Varianzas Estacionales (o0, = 40 y 0, = 30): Controlan el ancho temporal de las
afectaciones. Para la ola de calor, se asigna una desviacién estandar de 40 dias (varianza
207 = 3200) para garantizar que la campana sea lo suficientemente ancha como para
cubrir desde finales de abril (cuando inician las altas temperaturas) hasta mediados de
julio. Para las lluvias, una desviacién estdndar de 30 dfas (varianza 203 = 1800) modela
una perturbacién que cubre por completo agosto y septiembre, extendiéndose hacia
octubre.

Sustituyendo cada coeficiente calibrado, la funcién de intensidad operativa queda definida
formalmente como:

(t — 152)2
= 0. 2 o
A(t) = 0.0667 + 0.2333 exp ( 5500

(t — 244)?
0.2333 exp | — ot
) * P ( 1800
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Funcidn de Intensidad Diaria A(t) para Cortes de Energia

0.30 4

o o o
= N N
5 o 5

Cortes Esperados por Dia

o
-
o

ll) 3‘0 66 9‘0 120 léO 1é0 2:‘[0 24‘10 2%0 360 3:%0 3(‘30
Dia del Afo (t)
Figura 3.1: Funcién de intensidad diaria de fallas eléctricas A(¢). El modelo superpone al ruido
constante de fondo dos ntcleos gaussianos anchos que abarcan los momentos mas

criticos del ano: la temporada de estiaje y calor extremo (u; = 152, 0, = 40) y la
temporada de tormentas tropicales (uy = 244, o0, = 30).

3.6. Validacion del Modelo (Calculo Integral)

Por los fundamentos de los Procesos de Poisson No Homogéneos, el ntimero esperado de
eventos en cualquier intervalo (¢,,¢,] estd determinado por la integral definida de su funcién de
intensidad:

E[N(t,,4,)] = / Nt

1

Para validar la consistencia analitica de nuestra funcién A(t), particionamos el afio de 365
dias en 12 subintervalos (correspondientes a los dias acumulados de cada mes) y resolvemos
numéricamente sus respectivas integrales, contrastando el area tedérica bajo la curva contra los
objetivos empiricos de la CFE:

Tabla 3.4: Validacion de Valores Esperados por Integral vs. Datos Empiricos de la CFE 2024.

Intervalo de Objetivo Empirico Esperanza Integral
Mes Integracion [t;_;,t;] (CFE) E[V]
Enero [0, 31] 7 2.10
Febrero [31,59] 2 2.06
Marzo (59, 90] 3 3.26
Abril [90, 120] 3 5.56
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Intervalo de Objetivo Empirico Esperanza Integral

Mes Integracion [t;_;,t;] (CFE) E[NV]
Mayo 120, 151 6 8.56
Junio 151, 181] 9 8.75
Julio [181,212] 7 8.16
Agosto [212, 243] 8 9.40
Septiembre (243, 273] 9 8.29
Octubre [273, 304] 4 4.63
Noviembre [304, 334] 2 2.38
Diciembre (334, 365] 4 2.10

La suma acumulada de las 12 integrales definidas a lo largo de todo el dominio anual arrojé un
valor total de 65.25 eventos esperados. Al comparar este resultado con la meta de 64 cortes
empiricos, se observa que el modelo anade, en promedio, una falla anual extra.

Esta desviacion hacia arriba es una decisién metodoldgica deliberada para blindar la simulacién
de Montecarlo: al ensanchar las campanas de riesgo para cubrir desde abril hasta octubre de
manera ininterrumpida, el modelo genera un escenario ligeramente mas conservador y severo
que la simple estadistica aislada. Esto garantiza que las proyecciones de estrés térmico sobre
la red de frio no subestimen el peligro real al que estaran sometidos los biolégicos de la OMS
durante las estaciones criticas en Tuxtla Gutiérrez.

3.7. Distribuciéon Log-Normal de las Duraciones de las Fallas

Una vez modelada la frecuencia con la que ocurren las interrupciones eléctricas, el siguiente
componente critico para el simulador termodindmico consiste en determinar cuanto tiempo
dura cada apagén (D). La duracién de una falla es una variable aleatoria continua estrictamente
positiva con una marcada asimetria hacia la derecha (la mayoria de los cortes se resuelven
en pocas horas, pero existen eventos atipicos muy prolongados). Por este motivo, la teoria
analitica establece que el comportamiento de las duraciones se modela mediante una distribucién
Log-normal:

D ~ LogNormal(u, 0?)
Para calibrar los pardmetros de escala p (media de los logaritmos) y de forma o (desviacién

estandar de los logaritmos) para cada régimen estacional, es necesario procesar los indicadores
empiricos de la CFE bajo un esquema de desagregacién temporal.
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3.7.1. Desglose Mensual de Horas de Interrupcion

De acuerdo con el registro histérico municipal consolidado para el afio 2024, la duracién
promedio general de una interrupciéon en Tuxtla Gutiérrez fue de 2.39 horas por corte
Tabla 3.1. Sabiendo que el factor de escala espacial redujo el riesgo del edificio a una esperanza
de 64 cortes locales al ainio, podemos deducir la cantidad total de tiempo que el refrigerador
experimentard desabasto eléctrico a lo largo de todo el ano:

Horas Totales del Anio = 64 cortes/ano x 2.39 horas/corte = 152.96 horas/afio

Para distribuir estas 152.96 horas anuales entre los 12 meses respetando la estacionalidad de la
red, utilizamos el indicador SAIDI acumulado del Informe Anual de la CFE 2024 Tabla 3.2.
Primero, calculamos la diferencia marginal (ASAIDI,) para aislar el impacto de cada mes.
Posteriormente, mediante una regla de tres simple, equiparamos el SAIDI total acumulado al
final del ano (10.812 horas) con nuestras 152.96 horas de afectacion local. La asignacién de
horas de falla para cada mes viene dada por:

ASAIDI,

Horas del Mes, = < 10312

) x 152.96

Finalmente, para conocer la duracion promedio esperada de un corte individual en un mes
especifico (F;), se divide la cantidad de horas asignadas de ese mes entre el ntimero de cortes
calculados previamente Tabla 3.3 (E; = Horas del Mes, /Cortes;):

Tabla 3.5: Estimacién de la duracién promedio mensual por corte a partir de los indicadores

SAIDI 2024.
Duracién
SAIDI Horas del Mes Cortes del Media F;
Mes Acumulado A SAIDI Calculadas Mes (Horas)
Enero 0.998 0.998 14.12 7 2.017
Febrero 1.110 0.112 1.58 2 0.790
Marzo 1.285 0.175 2.48 3 0.827
Abril 2.793 1.508 21.33 3 7.110
Mayo 4.120 1.327 18.77 6 3.128
Junio 5.774 1.654 23.40 9 2.600
Julio 6.557 0.783 11.08 7 1.583
Agosto 7.905 1.348 19.07 8 2.384
Septiembre 8.592 0.687 9.72 9 1.080
Octubre 9.063 0.471 6.66 4 1.665
Noviembre 9.314 0.251 3.55 2 1.775
Diciembre 10.812 1.498 21.19 4 5.298

35



3.7.2. Calculo de Medias y Varianzas por Régimen

Para alimentar la conmutacion de regimenes de la EDE, agrupamos los meses en las tres
temporadas climaticas analizadas. Sin embargo, realizar un promedio aritmético simple entre
las duraciones mensuales introduciria un sesgo metodoldgico, ya que trataria por igual a un
mes con 9 cortes que a uno con solo 2 cortes.

Para resolver esto, calculamos la media empirica (E[D,.,]) y la varianza empirica (V[D,.,])
de cada régimen utilizando estadistica descriptiva ponderada, donde el peso de cada mes esta
determinado estrictamente por su ntimero de cortes (w; = Cortes;). Analiticamente, es decir:

> w;E;  Total de Horas del Régimen

E[D,..] = =
Dreg) > w; Total de Cortes del Régimen

. sz(Ez - [E[Dreg])Q

reg] Z w;

Agrupando los datos bajo este criterio de ponderacién, se obtienen las siguientes métricas
muestrales por temporada:

VD

» Temporada de Calor (Mayo, Junio y Julio): Acumula 22 cortes y 53.25 horas de
interrupcién, resultando en una duracién media de E[D] = 2.420 horas y una varianza de

V[D] = 0.373.

» Temporada de Lluvias (Agosto, Septiembre y Octubre): Suma 21 cortes y 35.45
horas de interrupcién, generando una duraciéon media de E[D] = 1.688 horas y una
varianza de V[D] = 0.343.

» Temporada Base e Invierno (Resto de meses): Concentra 23 cortes y 64.25 horas,
arrojando una duraciéon media de E[D] = 2.793 horas con una varianza mas dispersa de
V[D] = 4.650 debido a la anomalia de abril.

3.7.3. Transformacién Analitica a Parametros Log-Normales

Una vez que conocemos la media (E[D]) y la varianza (V[D]) del sistema, debemos mapearlas
hacia los parametros analiticos internos p y o que requiere la funcién de distribucion de
probabilidad Log-normal.

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucién Log-normal estdn dadas
por las siguientes dos identidades:

E[D] = exp (u + U;)
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V[D] = [exp(0?) — 1] exp(2u + 02) = (E[D])? [exp(c?) — 1]

Al resolver este sistema de ecuaciones no lineales de forma algebraica para despejar los
parametros objetivos en funciéon de los momentos estadisticos conocidos, se deducen las férmulas

g n

Al sustituir las medias y varianzas de cada temporada en estas relaciones, obtenemos los
parametros exactos de la distribucién Log-normal que modelara la duracion de las fallas
eléctricas en cada temporada:

Tabla 3.6: Pardmetros de la distribuciéon Log-normal finales.

Media Varianza
Meses que lo Empirica Empirica
Temporada integran E[D] V[D] Pardmetro p Pardmetro o
Base (In- Ene, Feb, 2.793 4.650 0.7933 0.6838
vierno) Mar, Abr,
Nov, Dic
Calor May, Jun, Jul 2.420 0.373 0.8529 0.2485
(Ola de
Verano)
Lluvias Ago, Sep, Oct 1.688 0.343 0.4667 0.3371
(Ciclo-
nes)

3.8. Calibracion de la Ecuacion Diferencial Estocastica (EDE)

Enlazando la dindmica de la red eléctrica con la termodindmica, recordamos que la temperatura
interna 7T'(t) del refrigerador esta gobernada por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck con saltos y
conmutacién de régimen. Para que la transicién hacia el modelo computacional sea transparente,
desglosamos la ecuacién abstracta en su forma operativa mediante un sistema de ecuaciones
acopladas, el cual depende estrictamente del estado del suministro eléctrico a(t):
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AT (t) = Kon(Oser — T(t))dt + 0,4, dW () + VAN et () si a(t) = 1 (Con energia)
Koff(Tomp(t) = T(#))dt + 0,7, dW (1) + ¥dNpyeria(t)  sia(t) =2 (Corte de hzz) |
3.8

Para la modelacion estocastica, los parametros de inercia térmica y tiempo de autonomia
(holdover time) se calibraron utilizando los datos técnicos del refrigerador institucional Haier
HBC-150, el cual cuenta con certificacién de proteccién Grado A contra congelamiento en el
catalogo oficial PQS de la OMS (Organizaciéon Mundial de la Salud 2024).

HAIER HBC-150 ""me
Vaccine Refrigerator |

o e

&
bt A
@

Figura 3.2: Refrigerador institucional para vacunas Haier HBC-150 (Icelined Refrigerator).
Este equipo tipo cofre cuenta con certificacion PQS de la OMS y masa térmica

incorporada para garantizar la red de frio durante cortes prolongados de energia
eléctrica.

Para reflejar el comportamiento de este equipo bajo los rigurosos estdndares normativos,
calibramos cada coeficiente de la Ecuacién 3.8 con base en la fisica del enfriamiento:
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3.8.1. Régimen 1: Operaciéon Normal (a(t) = 1)

Ocurre cuando hay energia eléctrica y el compresor funciona empujando la temperatura hacia
su objetivo.

» Temperatura de Consigna (6,.,): Se establece en 4°C, el centro ideal del rango
normativo de seguridad (2°C a 8°C).

» Velocidad de Enfriamiento (k,,): Representa la capacidad de potencia del motor
para recuperar la temperatura. Se calibra en ,,, = 0.1188, una velocidad rapida propia
de la compresion activa de acuerdo con (Organizacion Mundial de la Salud 2024).

» Ruido del Compresor (o,,): El motor se prende y se apaga constantemente para
mantener los 4°C. Acorde con un intervalo de confianza del 99.7 % (aplicando la regla
de las 3 sigmas de la distribucién normal), queremos que las fluctuaciones méximas
no excedan los +2°C para evitar llegar a los 2°C (riesgo de congelacién) o a los 6°C.
Sabiendo que 3 x SD = 2°C, la desviacion estandar estacionaria debe ser SD ~ 0.667°C.
Despejando la volatilidad de la varianza a largo plazo del proceso Ornstein-Uhlenbeck

(SD = 7‘;‘: :
0.667 = ——2"  — 5, ~0.325

2(0.1188)

3.8.2. Régimen 2: Falla Eléctrica (a(t) = 2)

Se activa cuando el Proceso de Poisson dice que hay un apagoén y el enfriamiento activo se
detiene.

Lmb(t)): La temperatura ambiente actiia como el atractor
del sistema. Dado que en Tuxtla Gutiérrez el calor oscila drasticamente a lo largo del
dia, esta variable se modela computacionalmente como una funcién senoidal que alcanza
su pico méaximo a las 15:00 hrs. Para nuestra calibracién analitica del peor escenario
(estiaje), evaluamos este atractor en un méaximo absoluto de 43°C. En este escenario, el
término (7,,,, —1'(t)) se vuelve enorme y genera un calentamiento fuertemente acelerado.

» Velocidad de Pérdida Térmica (x,s): De acuerdo con las especificaciones del
fabricante validadas por la OMS (Organizacién Mundial de la Salud 2024), el equipo
Haier HBC-150 garantiza un Holdover Time (tiempo de autonomia) de 60 horas con 50
minutos (60.83 horas) a una temperatura ambiente extrema de 43°C antes de rebasar
los 8°C. Usando la solucién analitica determinista de la Ley de Enfriamiento de Newton
desde los 4°C de consigna hasta el limite de 8°C:

» Temperatura Exterior (7,

8 =43 + (4 — 43)e rors(00-83)
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Kopp ~ 0.00178 hr~'. Esta dramética diferencia entre un parametro rapido (,,) y uno

Al resolver la ecuacién (ln( ) = —60.83k,¢ f), obtenemos un valor sumamente bajo de
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muy lento (k, ;) demuestra la efectividad de los revestimientos de hielo y justifica el uso
de EDEs con conmutacién de régimen.

= Volatilidad Externa (o,;): Sin el compresor encendido, las variaciones aleatorias
obedecen tnicamente a micro-filtraciones de aire por las gomas de la puerta. Por ello,
establecemos un ruido significativamente menor: o, = 0.05.

3.8.3. Perturbaciones Discretas: Apertura de Puertas (N, (t))

De acuerdo con las normativas internacionales de manejo de red de frio, el refrigerador debe
abrirse idealmente un méaximo de dos veces al dia: una apertura rutinaria matutina para extraer
los frascos necesarios para la jornada y una vespertina para resguardar los sobrantes.

= Tasa de Aperturas (),,.,,): Dado que la apertura matutina es un evento operativo
fijo, la verdadera estocasticidad recae en la tarde, ya que el ingreso de biol6gicos depende
de si hubo sobrantes en los termos clinicos. Por ello, la perturbacién aleatoria se restringe
a este momento y se modela computacionalmente con un Proceso de Poisson Homogéneo
con una tasa de A = 1 evento/dia.

» Impacto de la Apertura (7): Al tratarse de un equipo tipo cofre (Icelined Refrigerator),
la pérdida térmica es mucho menor que en equipos verticales, ya que el aire frio, siendo
mas denso, tiende a permanecer en el fondo del gabinete. Sin embargo, basidndonos
en estudios de conveccién para una apertura prolongada tipica de 5 minutos (tiempo
estimado para organizar y contabilizar viales), se introduce una carga térmica inesperada.
Asignamos un incremento de v = +1°C por evento. Esta es una perturbacién instantanea
que rompe la continuidad de la trayectoria y reduce criticamente el “colchén térmico”
disponible en caso de ocurrir un apagén durante la noche.

3.9. Cinética de Degradacion Térmica (Ecuacion de Arrhenius)

La Ecuacién Diferencial Estocastica calibrada anteriormente nos permite simular con alta
precisiéon la temperatura interna del refrigerador T'(¢). Sin embargo, para evaluar el impacto en
la salud publica, es necesario traducir estas variaciones térmicas en pérdida de viabilidad del
biolégico.

La degradacién de las vacunas (particularmente las vivas atenuadas, como el biolégico contra
el Sarampién o la Poliomielitis) es un proceso de desnaturalizacién proteica que se acelera
exponencialmente con el calor. Esta velocidad de degradacién k(T) se modela mediante la
Ecuaciéon de Arrhenius (Chen y Kristensen 2009):

K(T(t)) = Aexp (—R%{(t)) (3.9)
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Donde la temperatura T (t) = T'(t) + 273.15 se expresa en grados Kelvin y los pardmetros
cinéticos para un biolégico termosensible genérico se establecen como:

» Constante Universal de los Gases (R): 8.314.J/(mol - K).

» Energia de Activaciéon (E,): Se calibra en 85,000J/mol (85 kJ/mol). Este valor
representa la barrera energética que debe superarse para que las proteinas del antigeno
comiencen a romperse irreversiblemente.

» Factor Pre-exponencial (A): Se ajusta a un valor de 1.2 x 10'4. Este factor de
frecuencia asegura que la tasa de degradacién sea practicamente nula cuando el equipo
opera correctamente en el rango normativo de 2°C a 8°C, pero escale logaritmicamente
durante una excursién térmica severa.

3.9.1. El Modelo de Daiio Térmico Acumulado (DA)

En la préactica clinica normativa, las variaciones térmicas dentro del rango seguro (2°C a 8°C)
se consideran tolerables y su impacto en la caducidad a corto plazo es ignorado. El dafio critico
ocurre exclusivamente cuando la red de frio se rompe.

Para modelar este protocolo operativo dentro de nuestra simulacién, el Danio Acumulado
(DA) se calcula como la integral de la tasa de Arrhenius, condicionada por una funcién
indicadora Iy ;)~g.cy que “enciende” el reloj de degradacion unicamente cuando la temperatura
cruza el limite superior de seguridad:

DA(t) = / lriog) - (T(5)) ds

Esta formulacién integral permite que el simulador de Montecarlo contabilice el estrés térmico
exacto de cada trayectoria. Si durante un apagén prolongado la EDE empuja a 7'(t) muy por
encima de los 8°C, el integrando crecera rapidamente. Si al final de un afo simulado el DA(t)
rebasa un umbral de descarte critico predefinido, el lote de vacunas se considerard como pérdida
total.
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Parte 1l

Simulacién de Equipos (Haier
HBC-150)
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4 Metodologia de Simulacion Computacional y
Analisis Estadistico de Riesgo

Para evaluar la confiabilidad de la red de frio frente a la volatilidad del suministro eléctrico y
las condiciones climaticas de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, desarrollamos un simulador estocastico
en Python enfocado en el refrigerador institucional Haier HBC-150 presentado en la seccién
anterior. Debido a la interaccién de multiples procesos aleatorios inesperados (cortes de energia
de CFE, aperturas de puerta y variaciones extremas de temperatura), el sistema no posee una
solucion matematica analitica cerrada. En consecuencia, recurrimos a la integracién numérica
de trayectorias acoplada al método de Montecarlo.

Nota sobre Reproducibilidad: Con el fin de mantener este reporte de investiga-
cién con un formato académico limpio y legible, hemos omitido el cédigo fuente de
programacion. El script completo se encuentra documentado detalladamente en el
repositorio publico de GitHub de este proyecto (Repositorio de GitHub).

A continuacion, exponemos detalladamente el disenio metodoldgico de la simulacién estructurado
segtun el orden légico de las celdas del algoritmo computacional, seguido de la discusién profunda
de los resultados obtenidos.

4.1. 1. Procesamiento Temporal y Entorno Climatico

El primer médulo de la simulacién constituye el eje central del sistema. Definimos una malla
de tiempo continua para cubrir un afio completo (366 dias, contemplando el afio bisiesto 2024).
Para capturar las microfluctuaciones de la temperatura interna del refrigerador, seleccionamos
un paso de integracién discreto de exactamente 5 minutos (At = 5/60 horas), lo que genera un
total de 105408 iteraciones por cada trayectoria anual simulada.

Para acoplar con la logistica institucional, programamos un calendario interno que identifica
los dias hébiles (lunes a viernes) y los fines de semana (sdbados y domingos), debido a que la
extraccion de vacunas ocurren exclusivamente en jornadas laborales.

Primero cargamos la base de datos meteorolégicos reales de Tuxtla Gutiérrez. No obstante,
las bases de datos publicas solo proveen la temperatura promedio diaria (7,,.4,), ocultando
el estrés térmico entre dias. Para solucionar, expandimos el vector diario a la escala de 5

minutos mediante una funcién armoénica (onda senoidal) con una amplitud térmica calibrada
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de 7°C (equivalente a una oscilacién tipica de 14°C entre la madrugada y la tarde chiapaneca).

Desfasamos el argumento del coseno por 15 horas para forzar que el pico de calor sea a las
15:00 horas de cada dia simulado:

t—15
T () =T, 00 (£) + 7.0 - cos (% = )

Donde t representa el tiempo en horas, es decir, t € [0,8784) para un afio de 366 dias. La osci-
lacién de la temperatura ambiente se presenta en la Figura 4.1, que muestra el comportamiento
anual, y en la Figura 4.2, que demuestra la consistencia del ciclo diurno continuo.

Temperatura Ambiente Simulada en Tuxtla Gutiérrez (Afio Completo)

T_amb(t) Continua (Cada 5 min)
40 —— T_media Diaria (CSV Original)
35 A
g
‘© 301
3
[
g
g 25
k]
20 A
15 A
0 50 100 150 200 250 300 350
Dias del Afio

Figura 4.1: Temperatura ambiente continua simulada para Tuxtla Gutiérrez a lo largo de un afio

completo, comparada con los promedios diarios de la base de datos meteorolégica
original.

4.2. 2. Parametrizacion Fisica, Cinética y Estocastica de la Red

Una vez construido el entorno temporal y climético, procedemos a inicializar las constantes

que controlan las fuerzas fisicas del refrigerador Haier HBC-150 y las propiedades biolégicas de
las vacunas.
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Acercamiento (Zoom): Picos de Calor a las 15:00 hrs

40 Oscilacién Senoidal Intradiaria
== T_media Diaria Base

38

36 -
o 34 4
E ——————————— =
3 32+ e e ! 1
O | e a4 | P A T | B i S 1
g 1
£ 301 1
2 1

1

28 A

26 -

24 A

130 131 132 133 134 135

Dias del Afio

Figura 4.2: Acercamiento a un periodo de 5 dias de simulacién climatica (Mayo), donde se
observa el comportamiento de la oscilacion senoidal entre dias y la ubicacién exacta
de los picos térmicos a las 15:00 horas.

4.2.1. Parametros Termodinamicos y Cinéticos del Equipo

Asignamos los coeficientes térmicos constantes previamente estimados para el modelo de
Ornstein-Uhlenbeck (EDE). Cuando el equipo cuenta con electricidad, la tasa de abatimiento
térmico se fija en x,, = 0.1188hr™ " con una volatilidad interna de los ventiladores de o, =
0.325, obtenidos con los calculos de la seccién anterior Seccién 3.8.1. Ante un escenario de falla
eléctrica, el compresor se apaga y el aislamiento de alta densidad del equipo (reforzado por sus
paquetes de hielo internos) frena la transferencia de calor, lo que se modela con una inercia
pasiva sumamente lenta de ,¢r = 0.00178 hr! y un ruido por microfiltraciones de aire de
o,¢r = 0.05, estimado en la Seccion 3.8.2. La temperatura objetivo del termostato se establece
en § = 4.0°C y el equipo arranca en esta misma condicién inicial (T, = 4.0°C).

Para modelar la degradacion bioldgica, configuramos las constantes de la ecuacion de Arrhenius
Ecuacién 3.9 para un biolégico termosensible genérico (perfil bioldgico representativo de vacunas
vivas atenuadas como Sarampion o Poliomielitis). La energia de activacion critica se establece
en £, = 85,000 J/mol (85kJ/mol), la constante universal de los gases en R = 8.314J/(mol - K)
y el factor de frecuencia preexponencial en A = 1.2 x 10!, estos paramtros se obtuvieron de la
Seccién 3.9.

Finalmente, programamos la légica operativa para las aperturas de puerta durante las jor-
nadas de consulta (lunes a viernes). Para aproximarnos a la realidad clinica, dividimos este
comportamiento operativo en dos reglas independientes:
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a) Regla Matutina (Determinista): Se programa una apertura fija y obligatoria exacta-
mente a las 8:00 AM, momento en el que el personal de enfermeria extrae los lotes de
vacunas que se utilizaran en la jornada matutina.

b) Regla Vespertina (Estocastica): Entre las 15:00 y las 17:00 horas (horario de cierre y
resguardo), se activa una tasa de probabilidad basada en un proceso de Poisson con una
intensidad de A,,,.4. = 0.5 aperturas por hora, en proporcion a la longitud del horario
vespertino, modelando asi las aperturas aleatorias para almacenar los frascos sobrantes.
Cada evento de apertura incrementa instantdneamente un salto térmico constante de
v = +1.0°C al interior del equipo. Ambas reglas dejan de funcionar por completo si el
indicador de fin de semana es verdadero.

4.2.2. Parametros Estocasticos de Fallas de la CFE

El riesgo externo del suministro eléctrico se parametriza mediante el comportamiento historico
de fallas de la Comisién Federal de Electricidad (CFE) en la regién Sureste. Retomando
los calculos de la Seccién 3.5, programamos la tasa de fallas diarias A g, (t),t > 0 como un
Proceso de Poisson No Homogéneo, donde combinamos un riesgo base de fallas locales (0.0667
cortes/dia) con dos campanas gaussianas estacionales que modelan los picos de cortes debidos
al sobrecalentamiento de transformadores en verano (centrada en el dia 152) y la temporada
de tormentas tropicales (centrada en el dia 244):

(t —152)2

t — 244)?
Acse(t) = 0.0667 +0.2333 - exp (- e ()) ,

92 . _
) 4+ 0.2333 - exp ( 1200

Para la duracién de dichos cortes, incorporamos los pardmetros de escala y forma (uy o) de
una distribuciéon Log-Normal calibrada por el método de los momentos para tres estaciones del
ano, usando para su estimacién los datos histéricos: temporada base (u = 0.7933,0 = 0.6838),
temporada de estrés por calor (u = 0.8529,0 = 0.2485) y temporada de lluvias de alta
intensidad (u = 0.4667,0 = 0.3371).

4.3. 3. Precalibracion Vectorizada de Eventos Externos

Antes de ponernos a resolver la ecuacién diferencial estocastica de la temperatura, el algoritmo
ejecuta un médulo de precalculabilidad vectorizada para optimizar los tiempos de cémputo.
En esta fase, el programa simula de manera independiente las variables externas que afectaran
al refrigerador a lo largo del ano de prueba.

Para el suministro eléctrico, el algoritmo recorre secuencialmente los 366 dias del ano. Para
cada dia, consultamos la intensidad estacional de la CFE y realizamos un muestreo aleatorio
de Poisson para determinar cudntas fallas eléctricas ocurriran en esa jornada. Si el resultado es
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mayor a cero, el algoritmo selecciona una hora de inicio distribuida de manera uniforme entre
las 0 y las 24 horas de ese dia, y realiza un muestreo Log-Normal condicionado a la fecha para
determinar la duracion del corte en horas. Con estos datos, el algoritmo calcula los indices
temporales correspondientes y modifica el vector de estado eléctrico S(t), cambiando su valor
de 1 (hay energia electrica) a 0 (no hay energia electrica) durante el intervalo afectado.

Para las aperturas de la puerta del refrigerador, el algoritmo genera un vector binario de eventos
evaluado en el dominio de tiempo discreto t € {0, At,2At, ..., 8784} horas. Dado que el paso
de integracién se fijé en At = 5/60 horas (es decir 5 minutos), este conjunto se particiona
exactamente en 105408 iteraciones para cubrir la totalidad del ano. Este vector se construye
combinando la apertura de las 8:00 AM con un muestreo de Poisson ejecutado sobre la tasa de
intensidad de la tarde (A - At).

tarde

Posteriormente, el algoritmo aplica una regla estricta de control sanitario: multiplica el vector
de aperturas por la funcion de estado eléctrico S(t), donde la variable de entrada t en S(¢) se
mueve exactamente en el mismo intervalo discreto de [0, 8784] horas. Esto garantiza que si la
central de almacenamiento de vacunas se encuentra bajo un apagén en un instante especifico
(S(t) = 0), la probabilidad de apertura en ese mismo ¢ se reduce a cero de forma absoluta,
reflejando el protocolo médico real que prohibe abrir el refrigerador si no hay energia para
evitar la pérdida acelerada de frio.

Finalmente, los eventos validos se multiplican por la magnitud del impacto térmico (y = 1.0°C)
para terminar el vector discreto temporal de saltos térmicos (Saltos_Termicos(t)).

En el ano de prueba inicial con semilla controlada, la simulacién arrojé que hay 68 apagones
y un total de 508 aperturas de puerta hechas por el personal clinico.

4.4. 4. Resolucion de la SDE

Con todos los vectores de perturbaciones externas precalculados, se procede a ejecutar el niicleo
analitico del modelo, resolviendo la evoluciéon de la temperatura interna y su impacto directo
sobre el lote de vacunas.

4.4.1. Integracion de la Temperatura por Cambios de Régimen

Para avanzar en el tiempo, el algoritmo recorre la iteracién i en el intervalo i € [1,105407]. El
indice arranca en 1 y no en 0 porque el primer valor de la matriz corresponde a la condicién
inicial ya conocida de la temperatura interna del refrigerador (7}, = 4°C). En cada iteracién
i, evalia el estado del suministro eléctrico en el paso previo (S,[i — 1]), activando un cambio
de régimen dindmico (regime-switching). Si el suministro esté activo, aplica los pardmetros de
conveccion forzada (k,,,0,, ) llevando a la temperatura hacia la temperatura ideal (§ = 4.0°C)
y le suma el salto térmico si la puerta fué manipulada. Si el suministro estd apagado, el
algoritmo desactiva los ventiladores y acopla la inercia térmica pasiva (k,, F100f ), provocando
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que la temperatura del refrigerador sea atraida hacia la temperatura ambiente exterior de
Tuxtla Gutiérrez (1),,,,[i — 1]).

a

La soluciéon numérica se ejecuta mediante el esquema de Euler-Maruyama desarrollado en la
Seccién 2.7.1. Es fundamental destacar que, dado que las volatilidades térmicas (0,,, ¥ 0,ss)
actian como ruidos aditivos constantes independientes del estado de la temperatura X(t), sus
derivadas parciales respecto al estado son nulas (% = 0). Debido a esta propiedad del célculo
estocastico, el término de correccién de segundo orden del método de Milstein se multiplica por
cero y desaparece por completo, demostrando que el esquema de Milstein se reduce de forma

exacta al método de Euler-Maruyama aqui empleado.

Simultaneamente, el ciclo evalta el dafio térmico acumulado mediante la ecuacién de Arrhenius.
Si la temperatura interna del refrigerador supera el limite normativo de seguridad (X,[i] >
8.0°C), el algoritmo convierte la temperatura a grados Kelvin, calcula la constante cinética
instantdnea k(t) y actualiza la viabilidad de la vacuna (V) aplicando un decaimiento exponencial
dependiente de At. Si la temperatura se mantiene a salvo dentro del rango seguro, la viabilidad
farmacolégica permanece congelada en su valor previo. La dindmica resultante para el afo
completo se expone en la Figura 4.3, mientras que la Figura 4.4 presenta un acercamiento
exclusivo al mes critico de junio.

Dinamica Térmica Anual del Refrigerador para vacunas Haier HBC-150

45 T
Temp. Ambiente Tuxtla === Limite M&ximo (8°C)
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351 |
304
5
© 25
=1
g
2 20
£
® |
15 A
10 A
54
0 T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350

Dias del Afio

Figura 4.3: Dindmica térmica anual simulada para el refrigerador Haier HBC-150. Las zonas
sombreadas en rojo indican la ocurrencia de los 68 apagones a lo largo del ano, la
trayectoria de color azul indica la tempertura interna del refrigerador (la solucién
numerica de la EDE), y la trayectoria de color amarillo inidica la temperatura
ambiente en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.
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Acercamiento al Comportamiento de la EDE (Junio)
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Figura 4.4: Acercamiento del comportamiento de la EDE durante el mes de junio. Se omiti6 el
clima exterior para observar la estabilidad del termostato (4°C), los impactos de
las aperturas (tridngulos verdes inferiores) y la pérdida de frio en los apagones.

4.4.2. Integracion de la Dinamica Logistica de Inventario y Mermas

Para pasar de una pérdida de viabilidad teérica a pérdidas de vacunas, acomodamos la
simulacién al inventario fisico real del equipo (I,), donde ¢ representa el tiempo cada 5 minutos.
El algoritmo avanza iteracion por iteracion, utilizando tres caracteristicas logisticas clave:

1. Consumo Mensual Estacional: Si el reloj de la simulaciéon marca exactamente las
8:00 AM en un dia hébil, el algoritmo resta la demanda diaria asignada a ese mes (ej. 65
dosis en meses regulares, aumentando a 163 dosis en octubre por Influenza).

2. Penalizaciéon por Merma Instantanea: En ese mismo paso de tiempo, si la temperatura,
supera los 8°C, el algoritmo extrae la fraccion de pérdida calculada por la ecuacion de
Arrhenius (1—exp(—k,-At)) y se multiplica por el nimero exacto de vacunas almacenadas
en el refrigerador en ese instante. El resultado representa las dosis perdidas, las cuales
son restadas del inventario activo y acumuladas en un vector de mermas acumuladas.

3. Reabastecimiento Automatico: Si el inventario cae por debajo del stock de seguridad o
punto de reorden (1,000 dosis), se simula la llegada instantédnea del camién de distribucién,
el cual recarga el equipo hasta su capacidad méaxima de 5,000 dosis. El algoritmo registra
la cantidad exacta de dosis entregadas en la variable total_dosis_ingresadas para
calcular con precisién la tasa de pérdida global al final de la simulacién. La interaccion
de esta logistica con las mermas fisicas se visualiza en la Figura 4.5.
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Dinamica de Inventario Clinico vs. Pérdida de Dosis
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Figura 4.5: Simulacién del inventario de vacunas a lo largo del ano (dientes de sierra) de la
central de almacenamiento de vacunas (eje izquierdo) y el crecimiento acumulado
de las dosis destruidas por fallas térmicas (eje derecho).

4.5. 5. Estructura de la Simulacion Montecarlo

Con el fin de obtener validez cientifica y no depender del escenario de una sola simulacién,
empaquetamos el algoritmo completo dentro de la funcién simular_un_ano(semilla). Para
optimizar drasticamente la velocidad de ejecucién en Google Colab y permitir analisis masivos,
vectorizamos la generacién del ruido browniano creando el arreglo global de variables normales
dW_vec al inicio de la funcién.

Invocamos esta funcién dentro de un bucle de Montecarlo con 1,000 simulaciones inde-
pendientes, asignando en cada iteracién una semilla de aleatoriedad indexada (semilla =
sim + 42). Al correr 1,000 anos simulados, el algoritmo elimina las fluctuaciones extremas
de los escenarios individuales y permite que actie la Ley de los Grandes Numeros (Ross
2018). Esto provoca que las métricas de control se estabilicen firmemente en promedios realis-
tas: el simulador reporté un promedio global de 64.0 apagones por aiio (alineado con los
datos meteoroldgicos de la zona de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas de la CFE) y un promedio de
515 aperturas de puerta anuales, validando el comportamiento del personal clinico y la
infraestructura eléctrica de entrada.

4.6. 6. Resultados Estadisticos y Riesgo Operativo

Después de simular las 1,000 trayectorias de Montecarlo, procedemos a realizar el andlisis de
inferencia estadistica para determinar el verdadero nivel de riesgo al que estan expuestas las
vacunas en Tuxtla Gutiérrez.
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El comportamiento de los danos acumulados se aprecia con claridad en las trayectorias aleatorias
presentadas en la Figura 4.6. El comportamiento de las curvas demuestra que el riesgo no es
lineal; la tendencia de la merma anual depende estrictamente de la coincidencia temporal entre
la duracién de un apagoéon de la CFE y el nivel de saturacién del almacenamiento de vacunas en
ese dia especifico del afio.

Perdidas de Dosis (30 trayectorias)
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Figura 4.6: 30 trayectorias anuales aleatorias. Muestra la tendencia en la acumulacién de dosis
destruidas a lo largo de los 366 dias del afio.

Al desglosar las pérdidas de dosis de forma mensual, los datos revelan el verdadero comporta-
miento del riesgo operativo a lo largo del ano, expuesto en la Figura 4.7 (Promedio mensual) y
en la Figura 4.8 (Mediana mensual).

Inicialmente, desde un punto de vista puramente logistico, se podria pensar que los meses
de otonio (octubre y noviembre) presentarian la mayor cantidad de vacunas perdidas, debido
a que en esa temporada el refrigerador opera a su maxima capacidad por el arranque de la
campana nacional invernal contra la Influenza. Sin embargo, la simulacién muestra que el
factor termodinamico y eléctrico domina por completo al volumen de inventario.
Tanto el promedio como la mediana revelan que el verdadero pico de pérdidas materiales
se concentra severamente en la temporada de calor extremo: marzo, abril y mayo.

Durante este trimestre, Tuxtla Gutiérrez experimenta sus temperaturas ambientales maximas.
Este calor extremo genera un doble impacto en el sistema: por un lado, dispara el estrés sobre
la infraestructura de la CFE (debido al uso masivo de aires acondicionados en la ciudad),
provocando la mayor tasa de apagones por sobrecalentamiento de transformadores; por otro
lado, reduce drasticamente el tiempo de autonomia pasiva del refrigerador apagado, acelerando
la cinética de degradacion de Arrhenius de las vacunas.
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En el grafico de promedios, estos tres meses resultan casi idénticos en su alto nivel de pérdidas,
confirmando que la primavera es la temporada critica. Al observar la métrica de la mediana
(estadisticamente mas robusta porque aisla los afios atipicamente catastréficos), el mes de
abril sobresale como el periodo donde la pérdida de vacunas es superior a la de los otros
meses. Queda comprobado que la red de frio chiapaneca es altamente vulnerable al choque
térmico primaveral, superando cualquier riesgo derivado de la saturacion logistica de otras
temporadas.

Pérdida PROMEDIO de Vacunas por Mes Pérdida MEDIANA de Vacunas por Mes
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Figura 4.7: Pérdida promedio de dosis de va-Figura 4.8: Pérdida mediana de dosis de vacu-

cunas por mes calculada sobre las nas por mes, confirmando que el mes
1,000 trayectorias de Montecarlo, de abril representa el escenario de
mostrando el impacto critico duran- mayor riesgo operativo para la red
te los meses de calor. de frio.

Finalmente, para estandarizar el riesgo sin importar la escala de la unidad médica, trans-
formamos las dosis destruidas en porcentajes relativos respecto al volumen total de vacunas
manejadas por el equipo en el afno. Al hacer las 1,000 simulaciones, el algoritmo arrojo el
histograma presentado en la Figura 4.9. La distribucién presenta una asimetria positiva (cola
estirada hacia la derecha), comportamiento tipico de los sistemas de riesgo operativo expuestos
a fallas intermitentes severas.

Los estadisticos descriptivos e inferenciales del modelo revelan que:

» La mediana de mermas anuales se ubica en 751 dosis, lo que representa una tasa de
pérdida del 2.57 % de los lotes administrados.

» El promedio de mermas anuales se eleva a 827 dosis (tasa del 2.87 %), el cual es
mas alto por la presencia de anos atipicamente catastroficos en la cola de la distribucién.

» El Value at Risk (VaR) al 95 % de confianza (riesgo severo) advierte que los centros
de almacenamiento de vacunas se enfrentan a escenarios extremos donde se perderan
hasta 1,736 dosis en un solo refrigerador institucional.

A partir de los percentiles del histograma, podemos concluir con un 95 % de nivel de confianza
(Intervalo de Prediccién) que un centro de almacenamiento de vacunas en Tuxtla Gutiérrez,
operando con un equipo normado por la OMS de dltima generaciéon (Haier HBC-150), sufrira
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una pérdida inevitable de entre el 0.72% y el 6.57 % de su inventario anual debido
a las condiciones climéticas locales y las condiciones eléctricas.

Histograma del porcentaje de Vacunas Perdidas por Aio
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Figura 4.9: Histograma para el porcentaje de vacunas perdidas anualmente. Se detallan las

casillas de centralidad (media y mediana) y las lineas de acotacién del intervalo de
prediccién del 95 %.
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5 Conclusiones y Trabajo Futuro

El andlisis estocastico implementado anteriormente mediante 1,000 simulaciones independientes
de Montecarlo permitié medir de forma objetiva el riesgo térmico y operativo al que esta expuesta
la conservacién de vacunas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, utilizando el refrigerador institucional
Haier HBC-150. Los resultados integran las fuerzas termodinamicas locales, las interrupciones
del suministro eléctrico y las restricciones de la cinética quimica de la degradacién.

5.1. 1. Conclusiones del Analisis de Riesgo Operativo

A partir simulacién anterior, se extraen las siguientes conclusiones principales:

s Cuantificacion de Mermas Anuales: Bajo un escenario normado que registré un
promedio global de 64.0 apagones de la CFE y 515 aperturas de puerta anuales, la
mediana de pérdidas se establecié en 751 dosis por refrigerador (equivalente a una tasa
de perdida del 2.57 % del total de vacunas almacenadas), mientras que el promedio se
ubicé en 827 dosis (2.87%).

= Intervalo de Prediccién: El andlisis de los percentiles del histograma permite concluir,
con un 95 % de nivel de confianza, que un centro de almacenamiento de vacunas operando
bajo estas condiciones experimentard mermas inevitables de entre el 0.72% y el 6.57 %
de su inventario anual. Asimismo, el indicador Value at Risk (VaR) al 95 % advierte que
en escenarios de alta vulnerabilidad las pérdidas pueden ascender hasta las 1736 dosis
por equipo.

s Dominancia Termodinamica sobre la Logistica: Al evaluar la estacionalidad del
dano, se rechazé la hipétesis de que el volumen de saturacién logistica por la campana
de Influenza en octubre y noviembre provocaria la mayor pérdida de vacunas. Los datos
demuestran que el factor climatico y eléctrico ejerce una dominancia absoluta sobre el
inventario. Las mermas se concentran de manera sostenida en el trimestre de marzo,
abril y mayo debido a que las elevadas temperaturas ambientales reducen el tiempo de
retencion del frio del equipo y aceleran la tasa cinética de la ecuacién de Arrhenius. La
métrica de la mediana identificé a abril como el mes con el mayor indice de riesgo y
pérdida de vacunas del afio.
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5.2. 2. Limitaciones del Modelo y Trabajo Futuro

El modelo desarrollado durante la estancia del Verano Delfin proporciona una metodologia
matematica reproducible para la evaluacién de politicas de salud publica y equipamiento térmico.
No obstante, con el fin de simplificar el cémputo y mantener el alcance de una investigaciéon de
licenciatura, se omitieron ciertas dindmicas que se proponen como trabajo a futuro:

5.2.1. Estimaciéon de Parametros

En este estudio se consideraron constantes los coeficientes de transferencia de calor por
conduccién y conveccién del refrigerador, representados por la tasa de abatimiento activo (k,,,)
y la tasa de inercia pasiva (k,;;). Como trabajo futuro, se plantea desarrollar un modelo
de estimacién paramétrica donde estos coeficientes varien continuamente en el tiempo. Esta
variacién se programard en funcién directa de la fraccidon de llenado diario del refrigerador,
permitiendo que la fluctuacién real de la masa térmica interna afecte dinamicamente la velocidad
de amortiguacién térmica ante las fallas eléctricas.

5.2.2. Proceso de Saltos por Aperturas

La regla de las aperturas del refrigerador se limité a un escenario promedio de uso diario (una
apertura fija matutina y un proceso estocdstico vespertino). Para aproximar el simulador a la
realidad de las unidades médicas, el trabajo a futuro requiere incorporar escenarios extremos
en el proceso de saltos:

1. Escenario de Aperturas Nulas: Modelar los dias en que el refrigerador no es operado
por el personal (como fines de semana prolongados o periodos de inactividad). En
estos casos, las variaciones de temperatura interna deberan ser absorbidas y capturadas
exclusivamente por el ruido aditivo del movimiento browniano de la EDE, manteniendo
el proceso de saltos discretos en cero.

2. Escenario de Alta Demanda: Incorporar una tasa de intensidad variable que simule
jornadas de vacunacion masivas o contingencias sanitarias, donde el volumen de aperturas
sea excesivo e incremente la inyeccién de calor acumulado por encima de los pardmetros
estandar evaluados en este reporte.
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