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1. Resumen

La preservaciéon de vacunas en la cadena o red de frio requiere estrategias mateméticas
rigurosas que anticipen la incertidumbre climéatica, eléctrica y operativa para mantener los
productos biolégicos dentro del rango normativo de [2°C, 8°C]. En este trabajo se formula,
calibra y simula un modelo termodinamico basado en una Ecuacion Diferencial Estocastica
(EDE) hibrida para cuantificar el riesgo operativo y la merma anual de biolégicos en
el refrigerador institucional precalificado Haier HBC-150 en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.
El modelo extiende el proceso clasico de Ornstein-Uhlenbeck al incorporar cambios de
régimen de Markov para alternar entre el enfriamiento activo y el calentamiento pasivo
durante interrupciones del suministro eléctrico, modeladas mediante procesos de Poisson
no homogéneos y duraciones con distribuciones Log-Normales estacionales por temporada
climatica, asi como un proceso de Poisson compuesto para los choques térmicos producidos
por las aperturas de puerta. Tras demostrar la existencia y unicidad de la solucién, el
comportamiento térmico se acopla con la cinética de degradacién de Arrhenius y un
sistema dindmico de inventario con un umbral de reabastecimiento. Para su resolucién, se
implementa un esquema numérico hibrido de Euler-Maruyama integrado con simulaciones
masivas de Monte Carlo e inferencia estadistica no paramétrica Bootstrap bajo tres
escenarios operativos: control absoluto, apego normativo y contingencia epidemiolégica.
Los resultados demuestran que el aislamiento pasivo del equipo amortigua eficazmente
las fallas de la red eléctrica, pero que la saturacion de aperturas de puerta durante
contingencias clinicas colapsa la recuperacion térmica y multiplica exponencialmente la
pérdida de dosis.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales estocéasticas hibridas, cadena de frio, ecuacién
de Arrhenius, simulacién de Monte Carlo, inventario de vacunas.

1.1. Abstract

Vaccine preservation in the cold chain requires rigorous mathematical strategies that
anticipate climatic, electrical, and operational uncertainty to maintain biological products
within the regulatory range of [2°C, 8°C]. In this work, a thermodynamic model based on
a hybrid Stochastic Differential Equation (SDE) is formulated, calibrated, and simulated
to quantify operational risk and annual biological wastage in the prequalified institu-
tional refrigerator Haier HBC-150 in Tuxtla Gutiérrez, Chiapas. The model extends
the classical Ornstein-Uhlenbeck process by incorporating Markov regime-switching to
alternate between active cooling and passive warming during power supply interruptions



modeled through non-homogeneous Poisson processes and seasonal Log-Normal duration
distributions by climatic season, as well as a compound Poisson process for thermal
shocks produced by door openings. After proving the existence and uniqueness of the
solution, the thermal behavior is coupled with Arrhenius degradation kinetics and a
dynamic inventory system with a replenishment threshold. For its resolution, a hybrid
Euler-Maruyama numerical scheme is implemented, integrated with massive Monte Carlo
simulations and non-parametric Bootstrap statistical inference under three operational
scenarios: absolute control, regulatory compliance, and epidemiological contingency. The
results demonstrate that the passive insulation of the equipment effectively buffers power
grid failures, but the saturation of door openings during clinical contingencies collapses
thermal recovery and exponentially multiplies dose loss.

Keywords: hybrid stochastic differential equations, cold chain, Arrhenius equation,
Monte Carlo simulation, vaccine inventory.



2. Introduccion

La preservacion de vacunas en condiciones termodindmicas 6ptimas constituye uno de
los problemas mas criticos para la eficacia de los programas de inmunizacién y la miti-
gacion de brotes epidémicos en salud publica (Organizacion Mundial de la Salud 2015).
Debido a la naturaleza termosensible de sus componentes antigénicos y adyuvantes, los
productos biolégicos deben resguardarse estrictamente dentro del rango normativo de
[2°C, 8°C] desde su fabricacion hasta su administracién clinica. Cualquier desviacion de la
temperatura fuera de estos limites compromete la integridad del bioldgico: la exposicién a
temperaturas inferiores a 0°C provoca la aglomeracién irreversible de adyuvantes por con-
gelacion, mientras que las desviaciones por encima de los 8°C aceleran exponencialmente
la desnaturalizacién proteica siguiendo una cinética quimica de primer orden determinada
por la ecuacién de Arrhenius (Atkins, Paula, y Keeler 2018; Yoshioka y Stella 2000).

En la literatura cientifica reciente, el modelado matemaéatico de cadenas de suministro
médico ha cobrado una relevancia fundamental para anticipar riesgos operativos bajo
incertidumbre. En esa linea, (Garcia, Diaz-Infante, y Minjarez-Sosa 2025) desarrollaron
un modelo integrado de epidemiologia matemaética y gestiéon de inventarios que acopla
una estructura compartimental de vacunaciéon con fluctuaciones aleatorias en los tiempos
de entrega y tamanos de pedido, demostrando que la eficacia en la contencién de un
brote infeccioso depende directamente de la disponibilidad fisica del biolégico y del
mantenimiento de un umbral de reserva. De forma complementaria, (Garcia, Diaz-
Infante, y Minjarez-Sosa 2026) extendieron este enfoque mediante un problema de control
optimo estocastico durante epidemias, integrando la dindmica compartimental SEIR
con la degradacién de vacunas impulsada por la temperatura y el reabastecimiento bajo
incertidumbre.

Por otra parte, el estudio del comportamiento térmico interno de los equipos de refri-
geracion requiere modelos fisicos capaces de capturar tanto la transferencia de calor
como las perturbaciones aleatorias del entorno. Si bien la ley de enfriamiento de Newton
describe de manera determinista la transferencia térmica hacia un estado de equilibrio
(Vollmer 2009), en el &mbito de la ingenieria térmica (Costanzo et al. 2013) demostraron
la eficacia de emplear ecuaciones diferenciales estocasticas continuas basadas en el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck (Karlin y Taylor 1998) para modelar la reversién a la media del ter-
mostato y absorber las fluctuaciones difusivas internas mediante el movimiento Browniano
(Karatzas y Shreve 1998). Asimismo, desde una perspectiva experimental, los andlisis
termodindmicos del National Institute of Standards and Technology (NIST) realizados
por (Chojnacky et al. 2010) evidenciaron que la apertura rutinaria de puertas por parte
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del personal clinico y la disposicién del balasto térmico producen choques instantaneos
de calor que alteran abruptamente la estabilidad de los gabinetes de almacenamiento.

No obstante, dado que en la operacién real de una unidad de salud las interrupciones
del suministro eléctrico y las aperturas de puerta ocurren en instantes aleatorios con
duraciones y magnitudes variables, una difusiéon continua por si sola resulta insuficiente
para caracterizar la dindmica completa del sistema. Para modelar estos sistemas sujetos
simultdneamente a cambios estructurales en su régimen de operacién y a perturbaciones
discontinuas, la teoria moderna de procesos estocasticos recurre a ecuaciones diferenciales
estocdsticas hibridas impulsadas por cadenas de Markov a tiempo continuo (Asmussen
2003; Mao y Yuan 2006; Yin y Zhu 2010) y medidas aleatorias de salto de Poisson (Situ
2005; Platen y Bruti-Liberati 2010). Ante la ausencia de soluciones analiticas cerradas
para este tipo de ecuaciones acopladas, la literatura numeérica establece el uso de esquemas
de discretizacién temporal de tipo Euler-Maruyama y Milstein combinados con métodos
de Simulaciéon de Monte Carlo (Kloeden y Platen 1992; Giles 2008; Wang 2016).

La necesidad de implementar estos modelos matematicos se intensifica en regiones con
climas célidos extremos y alta vulnerabilidad en su infraestructura eléctrica, como la
ciudad de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas. En las unidades médicas locales, las elevadas
temperaturas ambientales aceleran la transferencia de calor hacia el interior de los
equipos de refrigeracion y reducen su autonomia pasiva, interactuando de manera critica
con las fallas recurrentes en la red de distribucién de la Comisién Federal de Electricidad
(CFE) (Comisién Federal de Electricidad 2024), marcadas durante las olas de calor
primaverales por la saturacién de los transformadores y en la temporada de tormentas, y
con la infiltracién continua de aire calido exterior cada vez que el personal clinico extrae
o resguarda dosis durante las campaiias de vacunacién.

Por todo lo anterior, el presente trabajo tiene como objetivo formular, calibrar y simular
un modelo termodindmico basado en una Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE)
Hibrida con Cambios de Régimen de Markov y saltos de Poisson compuestos,
acoplado a la cinética de degradacién de Arrhenius y a un sistema dindmico de inventario,
con el fin de cuantificar el riesgo operativo en la red de frio de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.
Tras demostrar analiticamente la existencia y unicidad de la solucién, el modelo se calibra
para el refrigerador institucional precalificado Haier HBC-150 (Organizacién Mundial
de la Salud 2024) considerando un filtro fisico de inercia térmica para los viales y tres
escenarios operativos: control absoluto (Escenario A), apego normativo (Escenario B) y
contingencia epidemioldgica (Escenario C). Finalmente, mediante un esquema numérico
hibrido de Euler-Maruyama sobre una malla temporal, se haran simulaciones masivas de
Monte Carlo, pruebas de bondad de ajuste (Montgomery y Runger 2014) e inferencia no
paramétrica Bootstrap (Efron y Tibshirani 1993), se estiman con intervalos de confianza
al 95% las rupturas de la cadena de frio y la merma anual de biol6gicos para sustentar
el diseno de protocolos logisticos en salud publica.
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3. Objetivos

3.1. Objetivo general

Formular, calibrar y simular un modelo termodindmico basado en ecuaciones diferen-
ciales estocasticas hibridas acoplado a la cinética de degradacién de Arrhenius y a la
dindmica de inventario, para cuantificar el riesgo operativo y la pérdida de vacunas en la
red de frio de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.

3.2. Objetivos especificos

1. Formular y demostrar la existencia y unicidad de una solucion fuerte de
un modelo termodinamico de Ornstein-Uhlenbeck hibrido, con cambios de
régimen de Markov para el estado del suministro eléctrico y un proceso de Poisson
compuesto para las aperturas de puerta, acoplandolo con la cinética de degradaciéon
de Arrhenius y el balance dindmico del inventario.

2. Calibrar los parametros fisicos, eléctricos, cinéticos y logisticos del modelo
sobre un escenario operativo real, utilizando las especificaciones técnicas del
refrigerador precalificado Haier HBC-150, series meteorolégicas locales y los
indices oficiales de confiabilidad de la CFE (SAIFI y SAIDI) mediante procesos de
Poisson no homogéneos y distribuciones Log-Normales estacionales por temporada
climética.

3. Implementar un esquema numérico hibrido de Euler-Maruyama con
cambios de régimen y saltos en Python, que integre recursivamente las
trayectorias de la temperatura interna del refrigerador, el filtro de inercia térmica
de los viales y las reglas de reabastecimiento bajo tres contextos operativos: control
absoluto, apego normativo y contingencia epidemiolégica.

4. Cuantificar el riesgo termodinamico y la merma anual de biolégicos
mediante la Simulacion de Monte Carlo e inferencia no paramétrica
Bootstrap, analizando la estacionalidad del dano, la asimetria de las distribuciones
con la prueba de Shapiro-Wilk y los intervalos de confianza al 95 % para sustentar
recomendaciones operativas para las unidades de salud publicas.

12
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4. Fundamentos Teodricos Matematicos

En este capitulo se presentan las bases conceptuales del calculo estocastico que fundamen-
tan la construccién y el analisis del modelo matematico propuesto para la red de frio. En
primer lugar, se definen los espacios de probabilidad filtrados y los procesos estocasticos
fundamentales: martingalas, movimiento Browniano, procesos de Poisson y cadenas de
Markov a tiempo continuo. Posteriormente, se desarrolla la teoria de integracién estocés-
tica de It6 y la integracién respecto a medidas aleatorias de Poisson compensadas, lo
que permite formular las ecuaciones diferenciales estocédsticas continuas, en particular el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck y aquellas perturbadas por saltos. Finalmente se demues-
tra el teorema general de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas
hibridas con saltos y conmutacién markoviana, concluyendo con la verificacién analitica
de que el modelo matematico propuesto tiene una tinica solucién fuerte.

4.1. Espacios de Probabilidad, Filtraciones y Procesos
Estocasticos

El modelado térmico de un refrigerador de vacunas expuesto a incertidumbres continuas
y perturbaciones discretas requiere herramientas mas alla del calculo determinista. Desde
una perspectiva analitica, un proceso estocastico representa la generalizacién de una
variable aleatoria indexada en un conjunto ordenado, parametrizando la evolucién de un
sistema bajo incertidumbre.

Definicién 4.1 (Espacio de Probabilidad Filtrado). Sea (£2,5,P) un espacio de pro-
babilidad. Una filtracién es una familia no decreciente de sub-o-dlgebras {F,},~, de F,
tal que 5, C F; C 7 para todo 0 < s < t. La cuaterna (0, F,{F; };5¢,P) se denomina
espacio de probabilidad filtrado. Se asumira que la filtracién satisface las condiciones
habituales:

1. F contiene todos los conjuntos P-nulos de 7.

2. La filtracién es continua por la derecha, i.e: F, = ﬂ F e para todo t > 0.
e>0

Intuitivamente, la o-algebra J, representa el historial completo de informacién observable
del sistema fisico (temperaturas, fallos eléctricos, aperturas de puertas) hasta el instante
t.

14



Definicién 4.2 (Proceso Estocéstico). Sea (£2, 5, P) un espacio de probabilidad y sea
8§ C R? un espacio de estados dotado de su respectiva o-algebra de Borel B(S). Un
proceso estocéastico es una familia de variables aleatorias {X, },.» parametrizadas por
t €T, donde T C R, es decir, es una funciéon medible X : 7 x Q — S.

Dependiendo de como es el conjunto de indices T, los procesos estocasticos se clasifican
en dos:

1. Procesos estocasticos a tiempo discreto: Si T es numerable, por lo general
T =Ny =1410,1,2,...} o T = Z, se dice que el proceso estocdstico es a tiempo
discreto. En este escenario, el sistema evoluciona mediante transiciones en pasos
fijos discretizados.

2. Procesos estocasticos a tiempo continuo: Si 7 es un intervalo continuo de R,
por lo general 7 = [0, 00) o un intervalo acotado I = [0,T] con T' > 0, el proceso
estocdstico es a tiempo continuo. Esta estructura es la adecuada para modelar
fenémenos fisicos continuos en el dominio temporal, como el comportamiento de
transferencia térmica.

Para enlazar la teoria probabilistica con la observacién empirica de un fenémeno aleatorio,
es indispensable establecer la distincién entre el espacio funcional del proceso y sus
realizaciones particulares.

Definicién 4.3 (Trayectorias del Proceso Estocéstico). Si {X,},., es un proceso es-
tocastico a tiempo continuo, para cada w € € fijo y asumiendo & = R, se definen las
trayectorias del proceso como:

T =[0,0) > S5=R

t— X, (w).

Para la formulacién rigurosa de integrales estocésticas (tanto respecto a difusiones como
a medidas de salto), el proceso debe respetar la causalidad de la informacién, lo cual se
formaliza mediante la adaptabilidad y la medibilidad progresiva.

Definicién 4.4 (Proceso Adaptado, Medibilidad Progresiva y el Espacio Cadlag). Un
proceso estocastico {X,},., es adaptado a la filtracion {7}, si, para cada t > 0,
la variable aleatoria X, es J,-medible. Un requisito analitico mas riguroso para la
integracion es la medibilidad progresiva, donde la aplicaciéon (s,w) — X (w) sobre el
espacio producto [0,¢] x © es medible respecto a la o-algebra producto B([0,t]) ® F,.

Adicionalmente, diremos que el proceso pertenece al espacio cadlag (del francés continue
a droite, limite a gauche) si sus trayectorias t — X, (w) son continuas por la derecha y
poseen limites finitos por la izquierda para casi todo w € 2.
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La restriccién de trayectorias cadlag es un requisito analitico indispensable en nuestra
investigacion, puesto que las perturbaciones de la red de frio por aperturas de puerta
inducen discontinuidades instantdneas (saltos finitos) en la temperatura.

Finalmente, para evaluar eventos estructurales que ocurren en tiempos aleatorios (como
fallas abruptas de energia de la red ptblica), requerimos el concepto de tiempo de paro.

Definicién 4.5 (Tiempo de Paro). Una variable aleatoria 7 : 2 — [0, 00] es un tiempo
de paro respecto a la filtracion {7 ;},- si, para todo instante ¢ > 0, la ocurrencia del
evento estocastico antes o en el tiempo ¢ depende tnicamente de la informacién histérica
disponible hasta ese instante; matemdaticamente: {w € Q : 7(w) <t} € F,.

4.2. Componentes Estocasticos Fundamentales

Las propiedades analiticas de un proceso estocastico, tales como la continuidad, la
diferenciabilidad y la presencia de discontinuidades finitas, se definen estrictamente a
partir del comportamiento de sus trayectorias, para mas detalles consultar (Karlin y
Taylor 1998). Los componentes aleatorios de nuestro sistema se sustentan en una clase
especifica de procesos estocasticos a tiempo continuo.

Definicién 4.6 (Martingala). Un proceso estocdstico a tiempo continuo {M,},, inte-
grable (i.e., E[|M,]] < co para todo t) y adaptado a {F;},>¢, es una martingala si cumple
la propiedad de valor esperado condicional nulo para los incrementos futuros:

E[M, | F,] = M,, casiseguramente para todo 0 < s <t.

La condicién de martingala implica la ausencia de tendencia predictible (representa
matematicamente un “juego justo”).

4.2.1. Movimiento Browniano (Proceso de Wiener)

Para representar las fluctuaciones térmicas continuas de baja intensidad asociadas al
ruido intrinseco del termostato y microtransferencias de calor se utiliza el movimiento
Browniano.

Definicién 4.7 (Proceso de Wiener). Un proceso estocéastico a tiempo continuo real-
valuado {W(t)},-, definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (Q, F,{F,},P) es
un movimiento Browniano estdndar o proceso de Wiener si cumple con las siguientes
propiedades:

1. W(0) = 0 con probabilidad 1.
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2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 < £; <
ty < ... < t,, las variables aleatorias W (t,), W(ty) — W (ty),..., W(t,,) — W(t,_1)
son mutuamente independientes.

3. Posee incrementos estacionarios gaussianos, es decir:

W(t+h) —W(s+h) ~W(t)—W(s) ~ N(0,t—s), YO < s<t, Vh>0.

El diferencial del proceso de Wiener, denotado como dW (t) = W (t+dt)—W (t), representa
una perturbacién en un intervalo infinitesimal d¢, caracterizada por una media E[dW (t)] =
0 y una varianza E[(dW (¢))?] = dt. Un rasgo critico del movimiento Browniano, es que,
aunque sus trayectorias son continuas, no son diferenciables en ningin punto
con probabilidad 1. Esta restriccién analitica invalida el uso del cdlculo tradicional de
Newton-Leibniz e impone la necesidad del célculo de It6. Para una revisién detallada de
estas construcciones analiticas, se sugiere consultar a (Karatzas y Shreve 1998).

Movimiento Browniano Estandar W(t)

0.8 1

0.6

0.4 1

_0.2 4

—0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo t

Figura 4.1.: Trayectoria simulada del proceso de Wiener. El eje horizontal representa el
avance del tiempo en un horizonte parametrizado de T" = 1.0 con incrementos
de dt = 0.001. El eje vertical denota la posicion de las fluctuaciones aleatorias
W (t), iniciando en el origen W (0) = 0.

4.2.2. Procesos de Poisson y Discontinuidades por Saltos

Las aperturas de las puertas del refrigerador por el personal médico constituyen eventos
que, por su naturaleza fisica temporal, no son continuos. Representan inyecciones discretas,
repentinas y finitas de aire calido al sistema, alterando la temperatura instantdneamente.
El modelo matematico de tales eventos discretos recae en la familia de los procesos de
conteo y saltos puros (Ross 1996).
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Definicién 4.8 (Proceso de Poisson Homogéneo). Un proceso estocdstico a tiempo
continuo {N(t)},>, que toma valores enteros en el espacio de estados § = Ny es un
proceso de Poisson homogéneo con pardmetro de intensidad constante A > 0 si satisface
las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.

2. Posee incrementos independientes; es decir, para cualesquiera tiempos 0 < ¢; <
ty < ... <t,, las variables aleatorias discretas N(t5) — N(t;),...,N(t,,) — N(t,_1)
son mutuamente independientes.

3. Posee incrementos estacionarios; lo que implica que la ley de probabilidad de
cualquier incremento N(t+ s) — N(s) depende tinicamente de la amplitud temporal
t y resulta invariante ante traslaciones sobre el origen cronolégico s. De forma
explicita, la variable aleatoria N (t) sigue una distribuciéon de Poisson con pardmetro
o tasa media dada por el producto \t, es decir:

(/\t)ne—At

P(N(t)=n) = o

, n=0,1,2,..

De manera asintética local, las probabilidades de transicién en un incremento infinitesimal
h > 0 estan rigurosamente caracterizadas por:

P(N(t+h)—N(t)=1)=An+o(h), P(N(t+h)—N()>2)=o0(h)

Donde la notacién algebraico-asintética de Landau o(h) denota una funcién de orden

o(h
superior tal que }Liﬂ[l) Q = 0. Esto garantiza que la probabilidad de ocurrencia de
—

h

multiples eventos simultaneos en una fracciéon temporal infinitesimal es practicamente
nula.

Sin embargo, en la dindmica real de un centro de salud, la tasa de aperturas del refrigerador
no es constante; exhibe una estacionalidad diaria (por ejemplo, mayor actividad en horas
pico o contingencias). Para capturar esta variabilidad, generalizamos el modelo quitando
la propiedad de incrementos estacionarios.

Definicién 4.9 (Proceso de Poisson No Homogéneo). Un proceso estocastico a tiempo
continuo {N(t)};>o es un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad
A(t) > 0 localmente integrable para todo t > 0 si satisface las siguientes condiciones:

1. N(0) = 0 con probabilidad 1.
2. Posee incrementos independientes y la variable aleatoria de incremento N (t) — N(s)
(con 0 < s < t) sigue a una distribucién de Poisson con pardmetro integral

t
acumulado A(s,t) :/ AMu)du.

s
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3. Para todo t > 0y h > 0, la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en
el intervalo (¢,t + h] estd dada por la tasa instantédnea en el tiempo t:

P(N(t + h) — N(t) = 1) = A()h + o(h)

4. La probabilidad de observar dos o mas eventos en dicho intervalo es de orden
superior a h:
P(N(t+ h)— N(t) > 2) =o(h)

El proceso de conteo nos indica cudndo ocurren los eventos. Para acoplar la magnitud
fisica real del evento (cuanto aumenta la temperatura interna del refrigerador por la
apertura de puerta), debemos componer el proceso de conteo con magnitudes aleatorias
discretas.

Definicién 4.10 (Proceso de Poisson Compuesto). Sea {N(t)},~, un proceso de Poisson
no homogéneo con funcién de intensidad A(t), y sea {7;},c una sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) que representan la magnitud
de los saltos de los eventos, y que son estrictamente independientes de N (t). El proceso
de Poisson compuesto J(t) acumula la magnitud de estos saltos en el tiempo y se define
como:

N(t)
J(t) = Z Yi
i=1

4.2.3. Cadenas de Markov a Tiempo Continuo

Los fallos prolongados en el suministro eléctrico de la red publica alteran el compor-
tamiento de la temperatura interna del refrigerador. Para modelar estas transiciones
entre estados macroscopicos del entorno, introducimos una cadena de Markov a tiempo
continuo.

Definicién 4.11 (Cadena de Markov a Tiempo Continuo). Sea {a(t)};~o un proceso
estocdstico definido sobre un espacio de probabilidad (2, 7, P), que toma valores en un
espacio de estados finito y discreto M = {1,2,...,m}. Se dice que el proceso a(t) es una
cadena de Markov a tiempo continuo si para todo s,t > 0 y estados i, j € M, se satisface
la propiedad de pérdida de memoria de Markov:

Pla(t+s)=j|a(s) =t a(u) =a,,0<u<s)=Pla(t+s)=j|a(s) =1)

Las leyes de transicién y la evolucion temporal de las probabilidades de estado de la cadena
{a(t)};>o se encuentran completamente caracterizadas por la matriz de intensidades de
transicién Q = (g;;) € R™*™. Si definimos las funciones de probabilidad de transicién
condicional mediante p;;(h) = P(a(t + h) = j | a(t) = i) para un incremento temporal
positivo h > 0, las componentes de la matriz () se determinan evaluando el limite analitico
en el origen:
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Procesos de Poisson: Homogéneo, No Homogéneo y Compuesto

20 A

151

10 1

Valor Acumulado

—— Homogéneo N(t)
—— No Homogéneo N(t)
—— Compuesto J(t)

—

Figura 4.2.:

Tiempo t

Trayectorias simuladas de las tres variantes del proceso de Poisson. El
eje horizontal representa el avance del tiempo en un horizonte de T =
10.0 con incrementos discretos de dt = 0.01. El eje vertical contabiliza
la evolucién del estado. La linea azul representa un Proceso de Poisson
Homogéneo con una tasa de intensidad constante A = 1.0, caracterizado
por eventos de saltos estrictamente unitarios. La linea roja representa un
Proceso de Poisson No Homogéneo cuya funcion de intensidad esta dada
por A\(t) = 1+ sin (71%), es decir es dependiente del tiempo, concentrando
una mayor cantidad de saltos unitarios en el periodo central temporal. Por
ultimo, la linea verde representa un Proceso de Poisson Compuesto J(t)
construido exactamente con la misma funciéon de intensidad y los mismos
instantes de salto que el proceso no homogéneo; sin embargo, en lugar de
acumular una constante unitaria por evento, la magnitud de cada salto ;
es extraida de una distribuciéon Exponencial con parametro g = 1.0 (i.e.,
v; ~ Exp(1.0)). Esta superposicién evidencia como, a pesar de que los eventos
ocurren simultaneamente, las magnitudes aleatorias provoca que el proceso
compuesto crezca a un ritmo asimétrico, generando escalones de impacto
severo intercalados con alteraciones menores, finalmente se ve que todas las
trayectorias son cadlag.
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1. Para transiciones entre estados distintos (i # j), la componente q;; representa la
tasa instantanea o intensidad de conmutacién desde el régimen ¢ hacia el régimen j,
definida como:

2. Para los elementos que se encuentran en la diagonal principal (i = j), la componente
q;; representa la tasa neta de salida del estado 7, cumpliendo por conservacién de la
probabilidad que la suma por filas de la matriz () sea idénticamente nula se tiene
que:

, Pu‘(h) —1
¢;; = lim T n = —Z%j
J#i

A través de esta formulacién basada en limites, las probabilidades de transicién de primer
orden quedan descritas mediante las expresiones p;;(h) = q;;h + o(h) para i # j, y
p;i(h) =1+ g;;h + o(h). Esto permite modelar las conmutaciones macroscopicas de la
dinamica del refrigerador sin necesidad de introducir variables temporales discretas ni
heuristicas. Las propiedades asintéticas y de estabilidad de estos procesos hibridos se
encuentran en (Asmussen 2003).

4.3. Teoria de Integracion Estocastica de Ito

Para darle significado analitico a las ecuaciones diferenciales perturbadas por ruido
continuo, es necesario ver la integraciéon respecto al movimiento Browniano. En el cdlculo

T
determinista clasico, una integral de la forma / X(t)dg(t) puede definirse trayectoria
0

por trayectoria en el sentido de Riemann-Stieltjes o Lebesgue-Stieltjes siempre que la
funcién integradora g(t) sea de variacion finita (acotada) en el intervalo [0, 7.

Sin embargo, como se establecié previamente, las trayectorias del proceso de Wiener
{W ()} ;>0 no son diferenciables en ningin punto y poseen variacién total infinita (no
acotada) sobre cualquier intervalo temporal finito con probabilidad 1; esto es, para una
particiéon 0 = ¢, < t; < ... <t, =T, se cumple que:

n—1
nlggo ; W (t; 1) —W(t;)] = 0o casi seguramente.
T
Esta propiedad impide definir la integral / X (t)dW (t) trayectoria por trayectoria para
0

cada w € (). No obstante, el movimiento Browniano posee variacion cuadratica finita
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e igual a la longitud del intervalo temporal, es decir:
n—1
lim Y (W(ty) —W(t)" =T en L2(Q,P).

Aprovechando esta propiedad de segundo momento y la independencia de los incrementos,
K. It6 construy6 la integral estocastica no como un limite puntual para cada trayectoria
individual, sino como un limite en media cuadratica dentro de un espacio de funciones
cuadrado-integrables (Mao y Yuan 2006; Situ 2005).

4.3.1. Construccion de la Integral de It6 e Isometria

Denotemos por £2([0,T];R) al espacio de los procesos estocdsticos real-valuados
{X(#)}+eo, 1) que son progresivamente medibles respecto a la filtracién {7}, y que
satisfacen la condiciéon de integrabilidad en media cuadrética:

E [/T \X(t)Pdt] < 0.

La construccién de la integral procede inicialmente sobre procesos simples (escalonados)
n—1

adaptados de la forma X, (t) = Zéil(twtm](t)’ donde cada variable aleatoria §; es &, -
i=0

medible. Dado que el conjunto de procesos simples es denso en £2([0,T]; R), el operador
integral se extiende por continuidad a cualquier proceso de dicho espacio mediante el
siguiente limite.

Definicién 4.12 (Integral de 1t6). Sea {X(t)}ici0.r) € £€2([0,TT;R) y sea {W(t)},50 un
movimiento Browniano estandar adaptado a {7, },~¢. Sea I, = {0 =, <t; < ... <t, =

T'} una sucesion de particiones del intervalo [0, 7] cuya norma Ny = 0<m<éx 1(ti 11— t)
n <i<n—

tiende a cero cuando n — co. La integral de Ité de X (t) respecto a W (t) en el intervalo
[0,T] se define como el limite en media cuadrética en el espacio L?(£2,P) de las sumas
parciales evaluadas en el extremo izquierdo de cada subintervalo, es decir:

/ " XA = Tm S X)Wt~ W) en L0, P),
0 =0

lo que significa explicitamente que:

n—1 2
71113;0 E [ /T X(t)dWw(t) — ZX(ti) (W(ti1) —W(L,)] ] = 0.
0 pr
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El hecho de evaluar el integrando X(t;) estrictamente en el instante inicial ¢; de cada
incremento AW (t;) = W (t,.;)—W (t;) garantiza que el integrando no anticipe informacion
futura. Dado que X (¢;) es F, -medible y el incremento W(t;, ;) —W(t;) es independiente
de F, , el valor esperado de cada término de la suma se factoriza como E[X (¢;)|E[W (¢;,,)—

t
W(t;)] = 0. En consecuencia, la integral definida I(t) = / X (s)dW (s) hereda la
0

estructura de una martingala continua de cuadrado integrable respecto a {7},
satisfaciendo la propiedad de media nula:

T
[E[/O X(t)dW(t)] ~0.

Asimismo, la independencia entre incrementos sobre subintervalos disjuntos anula las
covarianzas cruzadas al elevar la suma al cuadrado, dando lugar a una identidad funda-
mental para calcular la varianza de la integral estocastica (Karatzas y Shreve 1998; Mao
y Yuan 2006).

Teorema 4.1 (Isometria de It6 para el Movimiento Browniano). Para todo proceso
estocdstico { X () }ep0,1) € £2([0,T];R), el segundo momento de su integral de Ité coincide
exactamente con la esperanza de la integral ordinaria de Riemann del proceso al cuadrado

respecto al tiempo:
2 T
E [ } =L [/ |X(t)|2dt] :
0

Esta identidad permite transformar el calculo de momentos de integrales estocasticas en
integrales deterministas respecto al tiempo, lo cual resulta esencial para acotar errores y
demostrar teoremas de existencia y unicidad.

T
/ X(H)dw (1)
0

4.4. Teoria de Medidas Aleatorias e Integracion Estocastica
con Saltos

A diferencia del movimiento Browniano cuyas trayectorias cambian continuamente con
variacién no acotada, los procesos de conteo y de saltos puros (como el proceso de Poisson
compuesto J(t)) permanecen constantes entre eventos sucesivos y solo experimentan un
nimero finito de discontinuidades en cualquier intervalo acotado [0,7’]. Por consiguiente,
sus trayectorias son funciones escalonadas de variacién finita (acotada).

Esta regularidad implica que la integracién respecto a un proceso de saltos si puede
definirse trayectoria por trayectoria en el sentido de Lebesgue-Stieltjes (o Riemann-
Stieltjes), reduciéndose de manera natural a una suma finita evaluada en los instantes
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donde ocurren los saltos. Sin embargo, en un sistema fisico sujeto a choques aleatorios,
cada evento discreto no solo queda determinado por el instante en que sucede, sino
también por el tamafio o magnitud aleatoria del impacto. Para representar analiticamente
perturbaciones cuyos efectos dependen tanto del tiempo como de la magnitud del salto, y
poder aplicar la teoria de martingalas en ecuaciones diferenciales estocasticas, es necesario
formular los procesos de salto mediante medidas aleatorias de Poisson (Situ 2005).

4.4.1. Medida Aleatoria de Conteo, Intensidad y Medida Compensada

Consideremos una sucesién de eventos discretos aleatorios definidos sobre el espacio
de probabilidad filtrado (2, 7, {7, },~¢,P). Cada evento individual k-ésimo (k € N) se
representa mediante un par ordenado de variables aleatorias:

(Tka’)/k)7

donde:

1. T, € (0,00), con 0 < Ty < T, < ..., denota el instante aleatorio en el que ocurre
el k-ésimo salto.

2. 7, € 2 se denomina la marca del evento y cuantifica la magnitud aleatoria del
salto ocurrido en el instante T},. El conjunto Z C R\ {0}, dotado de su o-dlgebra
de Borel B(Z2), constituye el espacio medible de marcas.

Mientras que un proceso de Poisson ordinario N(t) cuenta tinicamente cuantos eventos
ocurrieron hasta el instante ¢ sin distinguir su magnitud, una medida aleatoria de conteo
clasifica y contabiliza los saltos simultdaneamente segiin el intervalo temporal en que
ocurren y el rango de valores al que pertenece su magnitud.

Definicién 4.13 (Medida Aleatoria de Conteo de Poisson). Sea (Z,B(Z2)) el espacio
medible de marcas y sea {(T},7;)}r>1 la sucesiéon de tiempos de ocurrencia y magnitudes
de un proceso de saltos adaptado a la filtracion {7,},.,. Para cualquier intervalo
temporal (s,t] C [0,00) y cualquier subconjunto medible de magnitudes A € B(2), el
conteo aleatorio de eventos en la regién producto (s,t] X A se define mediante la suma
de funciones indicadoras:

N((s,t] x A) = Z Lo, <ty eaps

k>1

donde 1, toma el valor 1 si el k-ésimo salto ocurre dentro del intervalo de tiempo (s, ]
y su magnitud -, pertenece al conjunto A, y toma el valor 0 en caso contrario. Se dice
que N es una medida aleatoria de conteo de Poisson sobre [0,00) x 2 si:

1. Para cada conjunto medible B € B([0,00)) ® B(Z) con esperanza finita, la variable
aleatoria entera N(B) sigue una distribucién de Poisson con pardmetro E[N(B)].
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2. Para cualesquiera regiones disjuntas By, B, ..., B,,, € B([0,00)) ® B(Z), las varia-
bles aleatorias de conteo N(By), N(Bj),..., N(B,,) son mutuamente independien-
tes.

En notaciéon diferencial de teoria de la medida, se escribe N(dt,dz) para denotar la
medida de conteo infinitesimal sobre el elemento de tiempo dt y el elemento de magnitud
dz, de manera que:

N((s,t] x A) :/St/AN(du,dz).

Intuitivamente, el diferencial N(dt,dz) actia como un detector puntual aleatorio: vale
1 si exactamente en el instante infinitesimal dt se presenta un salto cuya magnitud se
ubica en torno a z € dz, y vale 0 si no ocurre ningtn salto de tales caracteristicas.

Dado que N((0,t] x A) acumula conteos enteros no negativos a medida que avanza
el tiempo, es un proceso mondtonamente creciente. En consecuencia, su esperanza es
estrictamente positiva (E[N((0,t] x A)] > 0) y no constituye una martingala. Para
caracterizar el valor esperado de estos conteos, se introduce la medida de intensidad.

Definicién 4.14 (Medida de Intensidad). Sea N(dt,dz) una medida aleatoria de conteo
de Poisson. La medida de intensidad asociada a N es la medida determinista v definida
sobre [0,00) x Z que asigna a cada regiéon temporal y espacial el nimero esperado de
saltos:

V(5,4 x A) = E[N((s,4] x A)] = E Ut /A N(du,dz)] .

Si los instantes de ocurrencia de los eventos siguen un proceso de Poisson no homogéneo
con funcién de intensidad A(t) > 0 localmente integrable, y las magnitudes de los saltos
{7V }>1 son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcién
de distribucién acumulada F(z) = P(y, < z) (independientes de los tiempos de salto), la
medida de intensidad en forma diferencial se factoriza como:

v,(dz)dt = E[N(dt,dz)] = \(t)dF(z)dt,

donde dF'(z) representa la medida de probabilidad inducida por la distribucién de las
magnitudes de salto (si las marcas poseen funcién de densidad f(z), entonces dF(z) =
f(2)dz). De este modo, el nimero esperado de saltos en (s,?] con magnitud en A viene

dado por:
E[N((s, 1] x A)] = /St/AI/u(dz)du: (/t /\(u)du) (/A dF(z)).

En esta factorizacién, el término A(t)dt cuantifica la probabilidad infinitesimal de que
ocurra un salto en el instante ¢, mientras que dF'(z) determina la probabilidad de que
dicho salto tenga una magnitud de tamano z.
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Debido a que la medida de conteo N(dt,dz) posee una tendencia media creciente dada
por v,(dz)dt, integrarla directamente introduce un arrastre determinista en el sistema.
Para separar la fluctuacién puramente aleatoria de su tendencia media y obtener un
integrador con la propiedad de martingala de forma analoga al diferencial Browniano
dW (t), se centra la medida aleatoria restandole su valor esperado (Situ 2005).

Definicién 4.15 (Medida Aleatoria de Poisson Compensada). Sea N (dt,dz) una medida
aleatoria de conteo de Poisson con medida de intensidad v,(dz)dt = A(t)dF(z)dt. Se
define la medida aleatoria de Poisson compensada, denotada por N (dt,dz), como
la diferencia entre la medida de conteo observada y su medida de intensidad esperada:

N(dt,dz) = N(dt,dz) — v,(dz)dt = N(dt,dz) — A(t)dF(z)dt.

Para cualquier subconjunto de marcas A € B(Z) tal que E[N((0,t] x A)] < oo, el proceso
compensado evaluado en [0, ¢]:

F((0,4] x A) / /N (ds,dz) = N((0,4] x A)—/Ot/A)\(s)dF(z)ds

constituye una martingala centrada de cuadrado integrable respecto a la filtracion {7, },,
cumpliendo para todo t > 0 que:

E[N((0,4] x 4)] =

4.4.2. Integracion Estocastica respecto a Medidas Aleatorias de Salto

Una vez definidas las medidas N (dt,dz) y N(dt,dz), procedemos a establecer cémo se
integran funciones y procesos estocasticos respecto a ellas. En la teoria de integracion
con saltos, es fundamental exigir que el integrando no dependa del valor exacto del salto
en el mismo instante en que este ocurre, sino iinicamente de la informacién disponible
inmediatamente antes del salto. Esta propiedad de causalidad se formaliza mediante el
concepto de predecibilidad (Mao y Yuan 2006; Situ 2005).

Definicién 4.16 (Proceso e Integrando Predecible). Sea 2 la o-algebra sobre el espacio
producto [0, 00) x € generada por todos los procesos estocasticos adaptados a {7},
cuyas trayectorias son continuas por la izquierda. Un proceso estocastico {X ()}~ se
denomina predecible si la aplicacién (t,w) — X(t,w) es medible respecto a P (en
particular, todo proceso adaptado con trayectorias continuas por la izquierda, tal como
X(t7), es predecible).

De manera mds general, una funcién aleatoria dependiente de las marcas H : [0, 00) X
2Z x 2 — R se denomina un integrando predecible si es medible respecto a la o-algebra
producto P ® B(Z); esto es, si para cada marca z € 2 fija, el proceso t — H(t, z,w) es
predecible.
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Puesto que en cualquier intervalo finito [0, 7] ocurre casi seguramente un ntimero finito
de saltos en los instantes T}, con marcas ,, la integral de un proceso respecto a la medida
de conteo N (dt,dz) se calcula directamente trayectoria por trayectoria como una suma
finita de Lebesgue-Stieltjes evaluada en los puntos de discontinuidad.

Definicién 4.17 (Integral Estocéstica respecto a la Medida de Conteo de Poisson). Sea
T
H(t,z,w) un integrando predecible tal que / /|H(t, z)|N(dt,dz) < oo casi segura-
0 V2

mente. La integral estocédstica de H respecto a la medida aleatoria de conteo N (dt, dz)
en el intervalo [0,T] se define trayectoria por trayectoria como la suma finita de las
contribuciones evaluadas en los pares de tiempo y magnitud de salto (T}, ;) observados
hasta el instante 1"

T
[ [N = Y HT.
0

Z 0<T, <T

T
Si ademas el integrando satisface la condicién de integrabilidad E [ / / |H(t,2)|v, (dz)dt] <
0o Jz
00, entonces el valor esperado de la integral de conteo coincide con la esperanza de la

integral respecto a la medida de intensidad:

F [/OT/ZH(t,z)N(dt,dz)] _E [/OT/ZH@, z)ut(dz)dt] _F [/OT (D) (/z Ht, z)dF(z)) dt] .

Noétese que si se elige la funcién constante H(t,z) = 1 4(2), la definicién anterior recupera
exactamente el conteo de eventos N((0,7] x A); en cambio, si H(t, z) depende de z, la
integral acumula el impacto ponderado de cada salto ocurrido en [0, 7.

A partir de esta expresion, cuando el integrando satisface la condicién de integrabilidad
anterior, la integral respecto a la medida compensada N (dt, dz) se define de manera directa
restando a la suma de saltos observados su integral de compensacion deterministas:

/OT/ZH(t,z)N(dt,dz) :/OT/ZH(t,z)N(dt,dz)—/OT/ZH(t,z)yt(dz)dt_

Al igual que en la integral de It6 clasica, esta definicion se extiende por densidad en
media cuadritica a la clase general de integrandos predecibles de cuadrado integrable
respecto a la medida de intensidad (Situ 2005).

Definicién 4.18 (Integral Estocastica respecto a la Medida de Poisson Compensada).
Sea H(t,z,w) un integrando predecible respecto a {7 };-, que pertenece al espacio de
cuadrado integrable respecto a la medida de intensidad; esto es, que satisface para todo
T > 0 la condicién:

E [/OT/Z|H(t,z)|2ut(dz)dt] _F [/OT D) (/Z|H(t,z)|2dF(z)> dt] < .
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Entonces, el proceso de integral estocéastica compensada:

M, = //Hsz (ds,dz), te[0,T],

estd bien definido en L?(£2,P) y constituye una martingala de cuadrado integrable con
trayectorias cadlag respecto a la filtracién {7, },., cuya esperanza es idénticamente

nula:
E [/OT/ZH(t, 2)N(dt, dz)] =0.

De forma analoga al Movimiento Browniano, la integral respecto a la medida aleatoria
de Poisson compensada posee una propiedad de isometria en L?(Q, P) que relaciona su
varianza con una integral determinista respecto al compensador v,(dz)dt (Situ 2005).

Teorema 4.2 (Isometria de It6 para la Medida Compensada). Para todo integrando

2
la integral estocdstica respecto a la medida compensada N(dt,dz) satisface la identidad:

[ 2] e [/ /IH (t, 2) ut(dz)dt] _E [/OT A1) (/Z]H(t’z)ﬁdp(z)) dt] .

Con este marco de integracion establecido, podemos enunciar el lema que vincula al
proceso de Poisson compuesto definido en la seccién anterior Definicion 4.10 con las
integrales estocasticas respecto a medidas aleatorias de salto.

T
predecible H(t,z,w) tal que E [/ /\H(t, z)|2yt(dz)dt] < 00, el segundo momento de
0

/th (dt,dz)

Lema 4.1 (Lema de Equivalencia del Proceso de Poisson Compuesto). Sea J (¢ Z Y

un proceso de Poisson compuesto donde {N(t)},~q es un proceso de Poisson no homogeneo
con funcion de intensidad \(t) > 0, y {7;};,en €5 una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion F(z) y media
finita E[|y;|] < 0o, independientes de N(t). Entonces, el proceso J(t) admite la siguiente
representacion integral respecto a la medida aleatoria de conteo N(dt,dz):

t
:/ /zN(ds,dz), o en forma diferencial, dJ(t) = /zN(dt, dz).
0o JR R
En consecuencia, sustituyendo la relacion de la medida compensada N(dt,dz) =
N(dt,dz) + \(t)dF(z)dt, el diferencial del proceso de Poisson compuesto se descompone
en el diferencial de una martingala de salto compensado (de media cero) mds un término
de deriva determinista proporcional al tamano esperado del salto:

dJ(t) = / N (dt, dz) + (A(t) / zdF(z)) dt = / SN (dt, dz) + A0 ]dt.
R

R R
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Esta equivalencia (Lema 4.1) es fundamental para nuestra investigacion, ya que nos
permitira reescribir la ecuacion diferencial estocastica para el refrigerador de vacunas
planteada originalmente mediante incrementos del proceso de Poisson compuesto d.J(t) en
la forma canénica de una EDE impulsada por martingalas (N (dt,dz) y dW (t)), requisito
indispensable para aplicar los teoremas de existencia y unicidad de R. Situ (Situ 2005).

4.5. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas Continuas

Una vez definida la integral de It0, es posible formular ecuaciones que combinan una
dindamica determinista con perturbaciones aleatorias continuas.

Definiciéon 4.19 (Ecuacién Diferencial Estocastica Cléasica). Una ecuacién diferencial
estocastica (EDE) continua para un proceso {X ()}~ es una relaciéon expresada en su
forma diferencial mediante:

dX(t) = b(t, X (£))dt + o(t, X(£))dW (¢) (4.5.1)

donde b(t, X(t)) denota el coeficiente de deriva y o(t, X(t)) representa el coeficiente de
difusioén.

Dado que el movimiento Browniano no es diferenciable, el término dX(t) en la Ecua-
cién 4.5.1 no representa una derivada ordinaria, sino una notaciéon abreviada de su
ecuacion integral equivalente:

X(t) = X(0) +/ b(s,X(s))ds—i—/ o(s, X (s))dW(s). (4.5.2)
0 0

En la Ecuacion 4.5.2, la primera integral es una integral ordinaria de Riemann respecto
al tiempo que captura la tendencia determinista del sistema, mientras que la segunda
es una integral de Itd6 que modela la acumulacién del ruido continuo. Para una revision
detallada del cdlculo estocéstico elemental, se sugiere consultar a (Karatzas y Shreve
1998).

Para asegurar que una EDE tenga solucién y sea tnica y bien definida en todo su
dominio temporal, los coeficientes de deriva y difusiéon deben satisfacer las restricciones
del siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Teorema Clésico de Existencia y Unicidad). Sea la EDE definida en la
Ecuacion 4.5.1 con una condicion inicial X (0) = x, medible respecto a F e independiente
del proceso de Wiener {W (t)},~¢, tal que E[|z|*] < co. Supdngase que para todo t € [0, T
y cualesquiera x,y € R, los coeficientes satisfacen las siguientes dos condiciones:
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1. Condicion de Lipschitz Global: Existe una constante L > 0 tal que:
[b(t, x) —b(t,y)|* +|o(t, ) —o(t,y)* < Lz —y|?
2. Condicion de Crecimiento Lineal: Existe una constante K > 0 tal que:
bt, 2)* + |o(t, 2)|* < K(1 +|z[?)

Bajo el cumplimiento de ambas condiciones, existe una tnica solucién fuerte {X(t)}yeio 1
adaptada a la filtracion {F  },~q, con trayectorias continuas con probabilidad 1 y tal que
E [sup0<t<T |X(t)|2} < 00. Una demostracion detallada de este teorema, basada en el
método de iteraciones sucesivas de Picard, se encuentra en (Arnold 1974).

En este resultado, la condicién de Lipschitz garantiza que dos trayectorias con la misma
condicién inicial sean indistinguibles (unicidad fuerte), mientras que la condicién de
crecimiento lineal acota la tasa de cambio de los coeficientes para evitar que la solucién
diverja a infinito en un tiempo finito (existencia global).

Para evaluar funciones diferenciables que dependen de la soluciéon de una EDE continua,
la regla de la cadena del calculo ordinario se sustituye por el Lema de Ito.

Teorema 4.4 (Lema de Itd para Difusiones Continuas). Sea {X(t)},~, un proceso
estocdstico que satisface la Ecuacion 4.5.1, y sea f(t,x) una funcion escalar continuamente
diferenciable respecto a t (C') y dos veces continuamente diferenciable respecto a x (C?).
Entonces el proceso compuesto f(t,X(t)) satisface la siguiente ecuacion diferencial
estocdstica:

df(t, X(t)) = g{(t,x(t))+b(t,X(t>)§£(t,X(t>)+;a2<t,X(t>)g$€(t,X(t>> dt—i—a(t,X(t))gi(t,X(t))d[

A diferencia del célculo clasico, aparece el término adicional de segundo orden
92 P . . (o e

%U2 (t, X (t))a—rl:dt. Este término proviene de que la variacién cuadratica del movimiento

Browniano no es nula, por lo que en una expansion de Taylor los incrementos cuadraticos

aportan una contribucién de primer orden temporal, cumpliendo la regla operacional
(dW (t))? = dt.

4.5.1. EIl Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Clasico

Como paso previo al desarrollo del modelo termodindmico hibrido, se introduce una EDE
lineal que modela sistemas fisicos con retorno hacia un estado de equilibrio: el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck.
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Definicién 4.20 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Un proceso estocdstico {X(t)};q es
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck si satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica
lineal:

dX(t) = k(0 — X(£))dt + odW (), X(0) = =, (4.5.3)

donde k > 0 representa la tasa de reversién a la media, 6 € R denota el nivel de equilibrio
a largo plazo y 0 > 0 es el coeficiente de difusiéon constante.

La caracteristica principal de la Ecuacién 4.5.3 radica en su deriva lineal b(z) = k(6 — ).
Cuando el estado del proceso supera el valor de equilibrio (X(¢) > 0), la deriva es
negativa y dirige la trayectoria hacia abajo; Si el proceso se encuentra por debajo del
nivel de referencia (X (t) < ), la deriva es positiva e impulsa un crecimiento hacia 6.
Esta propiedad de reversion a la media convierte a este proceso en el modelo base para
describir la evolucién térmica de sistemas regidos por la ley de enfriamiento de Newton.

Aplicando el Lema de Itd (Teorema 4.4) a la funcién f(t,z) = xe, se obtiene que
d(X(t)e"™) = kherdt + oe™dW (t). Integrando en el intervalo [0,¢] y despejando X (¢),
se obtiene la solucién analitica explicita del proceso:

Xt) =0+ (vg—0e " +o / t e =) dW (s). (4.5.4)
0

Dado que el integrando e *(*~%) es una funcién determinista, la integral de It6 en la
Ecuacién 4.5.4 es una variable aleatoria normal centrada. Asumiendo una condicién
inicial determinista x, el valor esperado y la varianza del proceso (calculada mediante la
Isometria de 1t6, Teorema 4.1) estan dadas por:

E[X(t)] =04 (g —0)e ",  Var(X(t)) = o / e 2n(t=s) g — ;? (1— e 2nt).
i (4.5.5)

Con lo cual, para todo instante ¢t > 0, la variable aleatoria X (t) sigue una distribucién
normal:

X(t) ~N (0 + (xg — 0)e ", Z—H (1— 62’“)> , (4.5.6)

la cual converge cuando ¢ — oo a una distribucién normal N (0, %) independientemente
del estado inicial z, (Karlin y Taylor 1998).
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4.6. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas con Saltos

Los modelos de difusion continua basados tinicamente en el movimiento Browniano
resultan insuficientes cuando el sistema fisico experimenta perturbaciones discretas
e instantaneas. Al incorporar la medida aleatoria de Poisson compensada N (dt,dz)
Definicién 4.15 dentro de la EDE, se obtiene una ecuacién diferencial estocastica con
saltos (Situ 2005).

Definicién 4.21 (Ecuaciéon Diferencial Estocastica con Saltos de Poisson). Sea
(€, 7, {7 }4>0,P) un espacio de probabilidad filtrado. Sean W (Z) un movimiento
Browniano esténdar y N(dt,dz) = N(dt,dz) — v,(dz)dt una medida aleatoria de
Poisson compensada sobre [0,00) x Z, ambos adaptados a {7,},., y mutuamente
independientes. Una ecuacion diferencial estocéstica con saltos en el intervalo [t,,T] (con
0 <ty <T < o0) es una relaciéon simbolica de la forma:

dX(t) = b(t, X(t7))dt + o(t, X(t7))dW(t) + /v(th(t),Z)N(dt,dZ), X(to) = o,
Z
(4.6.1)

donde b : [ty, T] x R — R es el coeficiente de deriva compensada, o : [t;,T] x R — R es el
coeficiente de difusién continua y v : [t5, 7] X R x 2 — R cuantifica la amplitud de los
saltos.

Un proceso estocéstico {X(¢)}e, ) adaptado a {F,}4~( y con trayectorias cadlag es
una solucién fuerte de la Ecuacién 4.6.1 si sus coeficientes evaluados a lo largo de la
trayectoria son integrables casi seguramente y si para todo t € [t,,T] se satisface con
probabilidad 1 la ecuacion integral equivalente:

X(t) :x0+[O b(s,X(s‘))ds—i—[0 a(s,X(s‘))dW(s)%—[o /Z’y(s,X(s_),z)N(ds,dz).
(4.6.2)

En la Ecuacién 4.6.1 y la Ecuacién 4.6.2, el integrando se evaliia en el limite por la izquierda
X(t7) = limy, X(s) para asegurar que sea un proceso predecible (Definicién 4.16) y

que la integral respecto a la medida compensada N (dt,dz) preserve la propiedad de
martingala (Situ 2005). Cabe notar que en las integrales respecto a ds y dW(s) es
indistinto escribir X(s) o X(s7), dado que toda trayectoria cadlag posee a lo sumo un
nimero numerable de discontinuidades, el cual es un conjunto con medida de Lebesgue
cero.

Para ver la diferencia entre una EDE continua y una EDE con saltos, en la Figura 4.3 se
muestran dos trayectorias simuladas de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck Definicién 4.20
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o Comparacién de EDES: EDE Continua vs EDE Hibrida

—— EDE Continua (Solo Movimiento Browniano)
—— EDE Hibrida (Movimiento Browniano + Saltos)
---- Nivel de Reversion (6 = 5)

X(t)

Tiempo t

Figura 4.3.: Trayectorias simuladas de una ecuaciéon diferencial estocéastica de tipo
Ornstein-Uhlenbeck con y sin saltos. El eje horizontal representa el avance del
tiempo en un horizonte de T" = 10.0 con incrementos discretos de dt = 0.01.
La linea horizontal negra punteada indica el nivel de equilibrio § = 5. La
trayectoria continua (azul) muestra una difusién clasica perturbada tnica-
mente por el movimiento Browniano dW (t). Por otro lado, la trayectoria
discontinua (roja) incorpora perturbaciones discretas mediante un proceso de
saltos de Poisson, generando incrementos instantaneos seguidos por etapas
de decaimiento exponencial controladas por la tasa de reversion k.
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Como se observa en la Figura 4.3, la presencia de discontinuidades modifica el compor-
tamiento de las trayectorias del proceso. Debido a que estos saltos ocurren de forma
instantanea (AX(t) = X(t) — X(t7) # 0), el Lema de Itd continuo (Teorema 4.4) debe
extenderse incorporando un operador de diferencias finitas que contabilice el cambio
exacto de cualquier funcién diferenciable en los instantes de discontinuidad (Situ 2005;
Platen y Bruti-Liberati 2010).

Teorema 4.5 (Férmula de It6 para Difusiones con Saltos). Sea {X(t)}iep, 77 una
solucion de la EDE con saltos (Ecuacion 4.6.1) cuya medida de conteo N(dt,dz) posee
medida de intensidad v,(dz)dt = \(t)dF(z)dt. Sea f(t,x) una funcién real continuamente
diferenciable respecto a t (C') y dos veces continuamente diferenciable respecto a x
(C?). Entonces el proceso compuesto f(t, X(t)) satisface la siguiente ecuacion diferencial
estocdstica con saltos:

0=[at

2
T2 (6.X(0) + o X(0) 5L 0.0 at

)t X(7),2)) = 0 X)) = (8 X(7),2) 320, X0 | =)t

)+ b(t, X(t ))8

o,
ot
/z
ol X ()9 (1 X0 )aw ()
/' )t X (), ) — f(t X () R (dt, d2).

: (4.6.3)

Las condiciones suficientes para garantizar que la Ecuaciéon 4.6.1 posea una solucién
fuerte tinica y acotada en media cuadrética fueron establecidas por R. Situ mediante el
método de contraccién en espacios de Banach y estimaciones a priori (Situ 2005).

Teorema 4.6 (Teorema de Existencia y Unicidad con Saltos de Poisson (Teorema
117 y Lema 114 de Situ)). Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica con saltos
(Ecuacion 4.6.1) en el intervalo [ty,T], con condicion inicial X (t,) = x, medible respecto
a F,, tal que Ef|z,|*] < co. Supdngase que existen constantes positivas L, K > 0 tales
que para todo t € [ty,T] y cualesquiera x,y € R, los coeficientes satisfacen:

1. Condicién de Lipschitz Global:
|b(t7 1.) - b<t7 y)|2 + |U(t7 .Z') - O'(t, y)’2 +/ ’7(t7 T, Z) - 7(t7 Y, Z>’2Vt(d2) < L’(IZ - y’2
z

2. Condicion de Crecimiento Lineal:

\WwW+wwmw+/wwam%ua3Ku+m%
Z
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Entonces existe una tnica solucion fuerte {X(t)},cp, 1) adaptada a {F}ys,, con tra-
yectorias cadlag casi sequramente. Ademds, la solucion satisface la cota de sequndo
momento:
E| sup [X(0] < €1+ ) <.
to<t<T
donde C' > 0 es una constante que depende inicamente de K y de la longitud del intervalo
(T —ty) (Situ 2005).

Una propiedad fundamental derivada de la estructura de martingala y de la propiedad de
Markov fuerte tanto del movimiento Browniano como de las medidas aleatorias de Poisson
(Teoremas 100 y 101 en (Situ 2005); Observacion 3.10 en (Mao y Yuan 2006)) establece que
en el Teorema 4.6 los extremos temporales ¢, y 1" pueden sustituirse por tiempos de paro
acotados 7, y 7, tales que 0 < 7, <7, < T casi seguramente, siempre que la condicién
inicial X (7,) sea F | -medible. Esta propiedad permitira resolver ecuaciones diferenciales
estocasticas con cambios de régimen, tramo a tramo sobre intervalos acotados.

4.7. Herramientas Analiticas Auxiliares

Para demostrar la existencia, unicidad y acotamiento en segundo momento de las ecua-
ciones diferenciales estocasticas hibridas, asi como para verificar analiticamente los
coeficientes de nuestro modelo termodinamico, requerimos de tres desigualdades clasicas
del anélisis matemético y de los procesos estocasticos (Mao y Yuan 2006; Situ 2005).

Lema 4.2 (Desigualdad Elemental de Sumas Finitas). Para cualquier entero k > 1,
cualesquiera numeros reales aq,asq,...,a; € R y todo exponente p > 1, una aplicacion
directa de la desigualdad discreta de Holder y la convexidad de la funcion x + |x|P implica

la cota:
p k
| <k Z |a;|P.
i=1

En particular, para el andlisis en media cuadrdtica (p = 2), utilizaremos esta desigualdad
para k=2 yk=4:

k

=1

la+b? <2[af + 27,  la+b+c+df <4(laf? +[b]* + c]* +|d]?).

Al acotar el supremo de una solucién, no es posible intercambiar directamente el operador
de valor esperado con el supremo dentro de las integrales. Para controlar dichos términos
mediante sus momentos en el tiempo final y usar posteriormente las isometrias de Itd, se
emplea la desigualdad maximal de Doob (Mao y Yuan 2006; Situ 2005).
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Teorema 4.7 (Desigualdad Maximal de Martingalas de Doob). Sea {M(t)};>q una
martingala Definicion 4.6 con trayectorias cadlag respecto a la filtracion {F };~q, y sea
[a,b] C [0,00) un intervalo cerrado y acotado. Sip > 1 y E[|M(b)|P] < oo, entonces se
cumple que:

| s e < (S24) el

a<t<b

En particular, para martingalas de cuadrado integrable (p = 2), la constante dptima

es (%)2 = 4, por lo que para toda funcién integrable g € £%([a,b];R) e integrando

predecible H, combinando esta desigualdad con las isometrias de Ito (Teorema 4.1 y

Teorema 4.2), se obtienen las cotas:
2 b
) ] < 4F [ / |g<s>|2ds] |

[ i
|| [ fre S| | <ae | [ [ oo

Finalmente, para despejar la funcién de estado esperada cuando esta aparece en ambos
lados de una desigualdad integral, se recurre a la desigualdad de Grénwall (Mao y Yuan
2006).

E {sup

a<t<b

Lema 4.3 (Desigualdad de Gronwall). Sea T' > t, > 0 y sea u : [ty,T] — [0,00) una
funcion medible de Borel, acotada y no negativa, y sea v : [ty, T] — [0,00) una funcién
integrable no negativa. Si existe una constante C > 0 tal que para todo t € [ty,T] se
satisface la desigualdad integral:

u(t) < C +/ v(s)u(s)ds,

0

entonces, para todo t € [ty,T], la funcion u(t) cumple la cota exponencial:

u(t) < Cexp (/ v(s)ds) .

0

4.8. Sistemas Estocasticos Hibridos: Discontinuidades y
Cambios de Régimen de Markov

Cuando los parametros estructurales de un sistema fisico cambian drasticamente debido
a transiciones en el entorno (como cortes y restablecimientos en el suministro eléctrico)
y simultdneamente el estado continuo sufre perturbaciones impulsivas (como aperturas
de puerta), el comportamiento conjunto se describe mediante una ecuacién diferencial
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estocdstica hibrida con cambios de régimen de Markov y saltos (Mao y Yuan 2006; Yin y
Zhu 2010).

Para formalizar el andlisis sobre subintervalos cuyos extremos son tiempos de paro
Definicién 4.5 7y p tales que 0 < 7(w) < p(w) para todo w € €2, usamos la notacién
estandar de intervalos estocasticos de (Mao y Yuan 2006):

[Irl] = {(t.w) € [0,00)xQ: 7(w) St < pw)}, [ pll= {(t,w) € [0,00)x R+ 7(w) < t < p(w)}.

Asimismo, denotamos por M?2([[1, p]];R) al espacio de los procesos estocasticos real-
p
valuados {X(t)} adaptados a {7, },-( y definidos en [[7, p]] tales que E [/ |X(t)|2dt] <

00, y por Lgr (©; R) a la familia de variables aleatorias & que son & _-medibles y satisfacen
que E[|¢]?] < oo (Mao y Yuan 2006).

Definicién 4.22 (Ecuacién Diferencial Estocastica Hibrida con Saltos). Sea {«(t)},~, una
cadena de Markov a tiempo continuo Definicién 4.11 con trayectorias cadlag Definicion 4.4,
adaptada a {F,},~¢, que toma valores en un espacio de estados finito M = {1,2,...,m}
con matriz generadora Q = (@ij)mxm- Sean W(t) un movimiento Browniano estdndar
y N(dt,dz) = N(dt,dz) — v,(dz)dt una medida aleatoria de Poisson compensada sobre
[0,00) x Z. Una ecuacién diferencial estocastica hibrida con saltos en el intervalo
[to, T'] se expresa en su forma diferencial como:

dX(t) = b(t, X(t7), a(t™))dt + o(t, X (), a(t™))dW (t) + / Nt X(E), a(t™), 2)N(dt, dz),

Z
(4.8.1)

con condiciones iniciales X (t,) = z, € L%rt (O R) y a(ty) = oy, donde ¢, es una variable
0

aleatoria 7, -medible con valores en M, y las funciones de coeficientes estan definidas

porb:[tg, T| X RxM =R, 0:[tg, T]XRXM =>Ry~v:[ty,T]xRxMx2Z—R.

Un proceso estocéstico {X (t)}te[tO,T] se denomina una solucién fuerte de la Ecua-
cién 4.8.1 en [ty,T] si cumple las siguientes propiedades (Mao y Yuan 2006; Situ 2005):

L. {X(t) e, es adaptado a {F, },~( v posee trayectorias cadlag casi seguramente.
2. Los coeficientes evaluados cumplen {b &, Xt ), a(t™)} € LY[ty, T;R),

{o(t, X(t),a(t))} € £2([t, T]:R) /“/WtX a(t), 2)Pry(dz)dt < oo

casi seguramente.
3. Para todo t € [t,,T], se satisface con probabilidad 1 la ecuacién integral:

X(t) :xo—i—/ b(s,X(s),a(s))ds—i—/ a(s,X(s),a(s))dW(s)+/ /W(S,X(s),a(s) 2)
A to to /2

0

(4.8.2)
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Se dice que la solucién {X (t)}te[tmT] es Gnica (en el sentido de unicidad trayectoria por

trayectoria) si para cualquier otra solucién {X (t)}eepr,, ) ambos procesos son indistingui-

—~

bles, es decir, P{X(t) = X(¢) para todo t € [ty,T]} = 1.

Para operar con funciones que dependen conjuntamente de la variable de estado X (¢) y del
estado discreto de la cadena de Markov «a(t), la Férmula de It6 con saltos (Teorema 4.5)
se acopla con el generador infinitesimal de la cadena @ = (g;;) (Mao y Yuan 2006; Yin y
Zhu 2010).

Teorema 4.8 (Férmula de Itd6 Generalizada para Sistemas Hibridos con Saltos). Sea
{f(t,2,9)};cnr una familia de funciones reales definidas en [t, T] x R x M tales que, para
cada estado i € M, f(-,-,i) es continuamente diferenciable respecto a t (C') y dos veces
continuamente diferenciable respecto a x (C?). Si (X(t),«(t)) es un proceso conjunto que
satisface la Ecuacion 4.8.1, entonces el proceso compuesto f(t, X (t),a(t)) satisface la
stguiente ecuacion diferencial estocdstica hibrida con saltos:

of
ox

+ / (& X () + 7 (X () alt),2),a(t) = f(t,X(E),a(t)] N(dt, dz) + dM,(¢),
Z

df(t,X(t),a(t) = £f(t, X(t),a(t)dt +o(t, X(t7),a(t)) 5=, X)), a(t))dW (t)

donde M, (t) es una martingala de salto asociada a las transiciones de «(t) y el operador
generador acoplado Lf : [ty, T] x R x M — R se define como:

m

. of . L Of L1 O f . .
,Cf(t,l‘,Z): 7(t,JL',’L)+b<t,1’,2)7(t,l',l)+*0’2<t,1’,Z) (t,$,2)+ qu<t,lll,])
ot ox 2 0x? 321 J

S . NG .
—i—/z {f(t,x—l—’y(t,x,z,z),z) — f(t,x,19) —’y(t,x,z,z)ax(t,x,z)} v, (dz).

4.8.1. Teorema de Existencia y Unicidad para Sistemas Hibridos

A continuacién enunciamos y demostramos a detalle el teorema central que garantiza
la existencia, unicidad fuerte y acotamiento en segundo momento de la solucién para la
ecuacién diferencial estocastica hibrida con saltos (Ecuacién 4.8.1). La estructura de la
demostracién extiende el procedimiento constructivo sobre tiempos de paro del Teorema
3.13 y Lema 3.1 de (Mao y Yuan 2006) al caso de difusiones impulsadas por medidas
aleatorias de Poisson compensadas mediante el Teorema 4.6.

Teorema 4.9 (Teorema de Existencia y Unicidad para EDES Hibridas con Cambios de
Régimen de Markov y Saltos de Poisson). Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica
hibrida (Ecuacion 4.8.1) en el intervalo [t,, T] (0 < t, < T < o0), con condiciones iniciales
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X(ty) =xy € L% (4 R) ya(ty) = ay. Supdngase que el movimiento Browniano W (t), la
to
medida aleatoria de Poisson N(dt,dz) (con medida de intensidad v,(dz)dt = \(t)dF(z)dt,

T
donde / A(t)dt < o) y la cadena de Markov a tiempo continuo «(t) (con espacio de

tO
estados finito M = {1,2,...,m} y matriz generadora de tasas finitas Q = (q;;)mxm/) s00
mutuamente independientes.

Si existen constantes positivas L, K > 0 tales que los coeficientes de la ecuacion diferencial
estocdstica hibrida satisfacen las siguientes condiciones:

1. Condicién de Lipschitz Global: Para todo x,y € R, t € [t,,T] y cada régimen
1€ M,
|b(t7 T, Z) - b(ta Y, Z)P + ’O-(ta &,y Z) - U(t7 Y, Z)‘Q + / h/(ta z, 1, Z) - 7(t7 Y, 1, Z)P”t(dz) < L|x - y’2
2z
(4.8.3)

2. Condicion de Crecimiento Lineal: Para todo (t,x,i) € [t,, T] x R x M,

Ib(t, 2,9)|? + |o(t, z,4)[2 +/|fy(t,x,i,z)|2yt(dz) < K(1+|z?). (4.8.4)
zZ

Entonces existe una tnica solucion fuerte cadlag {X(t)},cp, 1 de la Ecuacion 4.8.1 en
[to, T y, ademds, la solucion satisface la cota de seqgundo momento:

E [ sup \X(t)ﬂ < (14 4[|z |?]) e KTt (Tt +5) < o0, (4.8.5)

to<t<T

por lo que {X(t)},cp,, 1) pertenece al espacio M>([ty, T]; R).

Demostracion:

Dado que la cadena de Markov a tiempo continuo {a(t)}tZtO toma valores en un espacio
de estados finito M = {1,2,...,m} y sus tasas de transicién satisfacen 0 < ¢;; < 00

para todo i # j, todos los estados de la cadena son estables <|q“| = Z ¢; <oo | yel
K3
proceso no presenta explosién (Mao y Yuan 2006). En consecuencia, Ca;i# toda trayectoria
de «a(-) es una funcién escalonada continua por la derecha que experimenta tinicamente
un numero finito de cambios en el intervalo [t,,T]. Asi, definiendo recursivamente la
sucesién de tiempos de paro {7} ke, asociada a las conmutaciones de régimen mediante
o=ty
T = min {7, inf{t > 7, : a(t) # a(1,)}}, k>0,

se cumplen las siguientes dos propiedades:
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= Para casi todo w € Q, existe un indice entero finito k& = k(w) < oo tal que
to=719 <7 <..<m, =Ty, =T para todo k > k.

» El proceso «(+) permanece constante (como una variable aleatoria fija) sobre cada
intervalo estocéstico semiabierto [[7,, 7). ([, es decir:

a(t) = a(r,) paratodo 7, <t <7, Vk>0.

Consideremos ahora la Ecuacion 4.8.1 restringida al primer intervalo estocastico, i.e. t €
[[70, 71]]- Dado que para ¢ € [[7y, 4[| se tiene que a(t™) = a(t,) = ag, ¥y que el conjunto
puntual {t = 7} tiene medida de Lebesgue cero y probabilidad nula de coincidir
simultdneamente con un salto de la medida independiente N (dt,dz), la ecuacién hibrida
en t € [[1y,7,]] se reduce a la ecuacién diferencial estocdstica con régimen fijo:

AX () = b(t, X(£7), ag)dt + o(t, X(£7), ag)dW (t) + / y(t, X (), ag, 2)N(dt, dz),

2
(4.8.6)
con condiciones iniciales z, y «, en t = 7,. De acuerdo a las condiciones (Ecuacién 4.8.3)
y (Ecuacién 4.8.4), los coeficientes de la Ecuacién 4.8.6 satisfacen las hipotesis del
Teorema 4.6. Aplicando dicho teorema junto con la propiedad de localizaciéon en tiempos
de paro, se concluye que la Ecuacién 4.8.6 posee una Unica solucion fuerte cadlag
{XO()} en [[ry, 7,]], la cual pertenece al espacio M?([[y, 7;]]; R). En particular, se tiene

que X(ry) = XO(ry) € I3 _(%R).

Consideremos ahora la Ecuacién 4.8.1 sobre el segundo intervalo estocastico t € [[1;, T]].
En este subintervalo el régimen permanece fijo en «a(7;), por lo que la ecuacién tiene la
siguiente formas:

dX(t) =b(t, X(t"),a(m))dt + o(t, X (t7), a(r))dW (t) + /v(t, X(t),a(my), z)N(dt, dz),

2
(4.8.7)
con condiciones iniciales X (1) € L%Tl (;R) y a7y) en el tiempo de paro t = 7. Por la
independencia mutua de W, N y «, y por la propiedad de Markov fuerte del movimiento
Browniano y de la medida aleatoria de Poisson respecto a tiempos de paro, los incrementos
de los procesos conductores posteriores a 7, son independientes de F . . Nuevamente, por

el Teorema 4.6, la Ecuacién 4.8.7 posee una tinica solucién fuerte cadlag { X ()} que
pertenece a M2 ([, 75]]; R) y satisface que X(7,) := XY (r,) € L% (4 R).
T2

Repitiendo este procedimiento por induccién sobre cada subintervalo estocéstico [[1,, 7j,,1]]
con condiciones iniciales X(7,) € L%pfk(ﬂ; R) v a(r;,) en el tiempo de paro t = 7,

se obtiene una tnica solucién fuerte local {X® ()} € M?([[r}, Ty,.1];R) para cada
k > 0. Dado que las soluciones consecutivas coinciden en los tiempos de empalme
(X®) (1) = X1 (7)) y que para casi todo w € Q existe un némero finito k(w) de
cambios de régimen hasta alcanzar T' (7;, = T'), el proceso global definido en [t,,T]
mediante:

!

—1
X(t) = X001, o)+ > XP ()1
1

(t)+ X1 (T) 141y (1)

Thos Tl

i
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posee trayectorias cadlag, es F,-adaptado y satisface la ecuacién integral (Ecuacion 4.8.2)
en todo [ty,T] con probabilidad 1. Asimismo, si (X (t) }eft,,m) €s otra solucién con las
mismas condiciones iniciales, por la unicidad del Teorema 4.6 en [[7,,7;]] se cumple
que P{X(t) = X(t) para todo t € [[70,7]]} = 1; en particular, X(r) = X(7,) casi
seguramente, lo cual implica por induccién sobre los k(w) subintervalos que P{X(t) =

—~

X(t) para todo t € [ty,T]} = 1, demostrando la existencia y unicidad de la solucién en
[t07 T] .

Resta demostrar que la solucién unica X (t) satisface la estimacién de segundo momento
(Ecuacién 4.8.5). Para todo entero n > 1, definamos el tiempo de paro de truncamiento:

o, =min{T,inf{t € [t,,T]: | X(t)| >n}}.

Claramente, o, es no decreciente y o,, T 1" casi seguramente cuando n — co. Definiendo
el proceso detenido X, (t) = X(min{¢,0,,}) para t € [t,,T], por las propiedades de las
integrales estocésticas en tiempos de paro se cumple que:

t

t
X, (t) =z +/ b(S,Xn(S_%04(3_>)1[[t0,o—"]](8)d3+/ o(s, X, (s7),(s7)) Ly, 0, (8)AW (s)
t t
Ot NO
[ [ X)) 20y (5) R s, d).
to V2
Aplicando la desigualdad del (Lema 4.2) para k =4y p = 2, junto con la desigualdad de

[tg(S)ds 2 < (t—to)[t lg(s)|2ds, se

0

Cauchy-Schwarz a la integral respecto al tiempo

obtiene para todo s € [ty,t] que:

X, ()7 < Ao [? + 4(s — to)/ [b(r, X, (r7), a(r™) Ly, o,y (r)dr
tO
2

+4 /S o(r, X, (r7), a(r‘))l[[to,%” (r)dW (r)

2
+4

0
/ A, X, (), a(r), 201 oy ()N (dr, d2)
o z

t

Tomando el supremo para s € [ty, t], aplicando el valor esperado en ambos miembros y
utilizando la Desigualdad Maximal de Doob junto con las isometrias de It6 (Teorema 4.7)
en las dos integrales de martingala, se tiene que:

to<s<t

E [ sup IXn(S)IQ] < 4E[zo[*] + (T — tp)E [[ \b(T,Xn(T)»04(7”))|21[[t0,ann(?")d7“]

t

+ 16E [ |a(r,Xn(7“),oz(r))|21[[t0’0n”(7“)dr]

to

+ 16E [/ /|7(7“,Xn(r),a(r),z)|2Vr(dz)1“toyan”(7“)dr] .
t Iz
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Mayorando el factor (T'—t,) y los coeficientes 16 mediante el factor comtn 4(7" — ¢, + 5)
(dado que 4-4 < 4(T'—ty+5)), y usando la condicion de crecimiento lineal (Ecuacién 4.8.4),
agrupamos las tres integrales en una sola cota:

t
[E[sup |Xn<s>|2} < 4[| |2] + AT — to + 5)E [ [ RO+ 167 1 |
to<s<t A
’ (4.8.8)

dado que |Xn(r’)|21“to7a p(r) < sup | X, (u)]?, y aplicando el Teorema de Tonelli se
" to<u<r
tiene que: ’

E { sup an(s)P] < AE[|zo|?] + 4K (T —ty +5) /tt (1 +E [ sup an(u)PD dr.

to<s<t o to<u<r
(4.8.9)

Note que, aunque el proceso detenido X,,(s) puede superar el umbral n en el instante
exacto s = o0,, debido a la ocurrencia de un salto, por definicién de o, se cumple que
|X(r)] < n para todo r € (ty,0,), por lo que el limite por la izquierda satisface que
| X, (r7)] = |X(r7)] < méx{n,|zy|} para todo r € [[ty,o,]] (Situ 2005). Elevando al
cuadrado ambos miembros de la desigualdad y utilizando que el maximo de dos niimeros
no negativos es menor o igual que su suma, se obtiene que | X,,(r7)|? < max{n?, |z,|?} <
n? + |zo|%. Sustituyendo esta cota en el integrando de la Ecuacién 4.8.8 e integrando
respecto a r, se tiene que para todo t € [t,, T:

E [ sup |Xn(s)|2} <AE[|lzo 2] + 4K (T —to + 5)(T — ty) (1 + n? + E[|zo|?]) < oo

to<s<t

Esto garantiza que la funcion u,, (t) = 1+E [ sup |X,,(s) ]2} es finita, acotada y medible en
t

to<s<
[ty, T]. Sumando 1 en ambos lados de la Ecuacién 4.8.9, obtenemos para todo ¢ € [y, T'):

t
VHE | sup 1,60 | < L aBlloP L4k (-t 45) [ (14| swp 1x,P] ) ar
to<s<t b to<u<r

Aplicando la Desigualdad de Gronwall (Lema 4.3) y evaluando en ¢ = T, se obtiene
que:

[E{ sup X<t>|ﬂ s1+m[ sup !Xn<t>!2] < (14 4E[jzy[2)) €K (T—to) T—to5)

to<t<c, to<t<T
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Finalmente, tomando el limite cuando n — oo, dado que o,, T T' casi seguramente, por el
Teorema de la Convergencia Mon6tona se obtiene la desigualdad deseada (Ecuacién 4.8.5),
por lo que {X ()}, 11 € M3([ty, T); R).

De todo lo anterior se concluye la demostracion del teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales estocéasticas hibridas con saltos y régimen de Markov
(Teorema 4.9). X

4.9. Modelo Estocastico Termodinamico (Ornstein-Uhlenbeck
Hibrido)

Una vez demostrado el teorema general de existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocésticas hibridas con saltos y régimen de Markov (Teorema 4.9), procedemos
a formular la ecuacién diferencial estocastica hibrida que describe la evolucién de la
temperatura interna 7'(¢) del refrigerador en un periodo temporal [0,7T], con T > 0 (la
justificacion detallada de la eleccién de esta ecuacion diferencial estocdstica se encuentra
en el capitulo 7: Estudio de Caso).

Sea (2, F,{F,}i>0,P) un espacio de probabilidad filtrado. Basdndonos en la ley de
enfriamiento de Newton y en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (Definicién 4.20), mode-
lamos la temperatura interna 7'(¢) mediante una ecuacién diferencial estocédstica hibrida
controlada por una cadena de Markov a tiempo continuo {c(t)},~, (Definicién 4.11) con
espacio de estados M = {1,2} y matriz generadora de tasas finitas Q = (¢ij)2x2, cuya
expresion estd dada por:

AT (1) = {ﬁ(m(Hset —T(t)dt+ o,,dW(t)+dJ(t) sia(t)=1 (Con energia) C0<t<T,

Koff(Tomp(t) —T(t))dt + 0, dW (1) si a(t) =2 (Corte de luz)

(4.9.1)

con condiciones iniciales T'(0) =T, € L?;O(Q; R) y a(0) = ay € M. En la Ecuacién 4.9.1,
Kon > 0y Kopp > 0 representan las tasas de transferencia térmica en cada régimen,
05t € R denota la temperatura de equilibrio del termostato, o, > 0y o,;; > 0 son
los coeficientes de difusiéon constantes asociados al movimiento Browniano estandar
W)} =00 Y Tamp : [0,T] — R es una funciéon determinista continua y acotada que

representa la temperatura ambiente exterior.

Las perturbaciones discretas por apertura de puertas en el régimen a(t) = 1 estdn dadas
por un proceso de Poisson compuesto (Definicién 4.10):
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donde {N,,,¢;14(t) }4>0 €s un proceso de Poisson no homogéneo (Definicién 4.9) con funcién
de intensidad localmente integrable y acotada A(t) > 0, y {7;}icn €s una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucién
acumulada F(z) con soporte 2 C R, tales que poseen segundo momento finito E[|v,]?] =
M., < oo (y por ende media finita E[|7;[] < oc). Se asume que el movimiento Browniano
W (t), el proceso de conteo N,,,..,(t), las magnitudes {v;};c ¥y la cadena de Markov
a(t) son mutuamente independientes.

Definiendo los coeficientes de deriva b : [0,7] x R x M — R y de difusién o : M — R
para cada régimen mediante:

b(t, T,1) =k,,(0,., —1T), o(l)=o0,,, 4.9.2
b(t,T,2) = Kopp(Tomp(t) = T), o(2) =044, (4.9.3)

y la funcién de amplitud de salto v : M x £ — R como:
v(1, 2) = z, v(2,2) =0, (4.9.4)

la Ecuacion 4.9.1 se puede escribir de forma unificada evaluada en los limites por la
izquierda como:

dT(t) = b(t, T(t"), a(t™))dt + o(a(t)AW (1) + 1iaip )y dT(E).  (4.9.5)

4.9.1. Transformacion Analitica a la Forma Compensada

Para analizar la existencia y unicidad de la solucién de la Ecuacion 4.9.5 mediante
el Teorema 4.9, es necesario expresar el diferencial del proceso de Poisson compuesto
dJ(t) en términos de una integral estocastica respecto a la medida aleatoria de Poisson
compensada N(dt,dz) (Definicién 4.15).

Sea N(dt,dz) la medida aleatoria de conteo de Poisson asociada al proceso compuesto
J(t), cuya medida de intensidad (Definicién 4.14) estd dada por v,(dz)dt = \(t)dF(z)dt.
Aplicando el Lema 4.1 y utilizando la definicién de v(«, z), el término de salto en la
Ecuacién 4.9.5 admite la siguiente descomposicion:

L0 = [ (ale), 2Nt dz)
Z

- /z v(a(t™), 2)N(dt, dz) + (/\(t) / w(a(t),z)dF(z)) dt.

zZ
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Cuando «(t™) = 1, la integral respecto a dF'(z) coincide con el valor esperado de las

magnitudes de salto, i.e. [ zdF(z) = [E[y,;], mientras que cuando «(t~) = 2 dicha

integral se anula debido a que (2, z) = 0. Juntando este término determinista dentro del
coeficiente de deriva original b(¢, T, ), definimos el coeficiente de deriva compensada

~

b:[0,T] x R x M — R como:

b(t.T,1) = Figp(Bses — T) + A(H)E[], (4.9.6)
b(t> T7 2) = K‘off(Tamb (t) - T) (497)
Sustituyendo esta expresion en la Ecuacién 4.9.5, obtenemos la ecuacion diferencial

estocastica hibrida en su forma canénica compensada (Definicién 4.22):

dT(t) = b(t, T(t7), a(t™))dt + o(a(t™))dW (t) + / alt), 2)N(dt,dz).  (4.9.8)
Z

4.10. Verificacion Analitica de la Existencia y Unicidad del
Modelo

Demostraremos a continuaciéon que la ecuacién diferencial estocastica hibrida (Ecua-
cién 4.9.8) y por la equivalencia algebraica antes mencionada la Ecuacién 4.9.1 tiene
una unica solucién fuerte cadlag en el intervalo [0, 7], verificando que los procesos y
coeficientes satisfacen todas las hipotesis del Teorema 4.9.

En primer lugar, por construccién del modelo, el movimiento Browniano W (t), la medida
aleatoria de Poisson N (dt,dz) y la cadena de Markov «(t) son mutuamente independientes.
Asimismo, dado que el espacio de estados M = {1, 2} es finito y las tasas de transiciéon de
la matriz generadora Q@ = (g;;)> son finitas, entonces la cadena de Markov no presenta
explosién en [0,7]. Adicionalmente, dado que la funcién de intensidad es acotada en

el intervalo cerrado [0,7], existe una constante A,,,, = sup A(t) < oo, con lo cual
tel0,T)

T
/ At)dt < A, T < oo.
0

Para comprobar el cumplimiento de la condicién de Lipschitz global (Ecuacién 4.8.3),
sean T}, T, € R dos valores cualesquiera de la variable de estado, t € [0,T] e 7 € {1,2}.
Dado que el coeficiente de difusién o(i) (Ecuacién 4.9.2, Ecuacién 4.9.3) y la funcién de
salto v(7, z) (Ecuacién 4.9.4) dependen unicamente del régimen i y de la marca z, y son
independientes del estado T, sus diferencias respecto a la variable de estado se anulan en
ambos regimenes:
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o (i) — o(i)[2 = 0, / (i, 2) — (i, 2) Py (dz) = 0.

Z

Por otro lado, evaluando la diferencia cuadratica de la deriva compensada para el régimen
i =1 (Ecuacién 4.9.6), los términos x,,,0,., v A(t)E[,] se cancelan, obteniéndose:

ﬁ)(ta Tla 1) - ?)(t, T27 1)‘2 - ‘[Hon(eset - Tl) + A<t)[E[PYzH - [ﬁon(eset - T2) + )‘(t)[E[’YZ]”Q
= | - Hon<T1 - T2)|2 = K‘(2)n|T1 - T2‘2'

De manera andloga, para el régimen i = 2 (Ecuacién 4.9.7) el término k¢ T,,,,(t) se
cancela al restar ambas expresiones, obteniéndose:

~ ~

2
|b(taT1>2) - b(t7T2>2>|2 = |K‘off(Tamb<t> - Tl) - ’{off<T mb(t) - T2)| = ’%iffu—‘l - T2‘2‘

a

2

on’

Definiendo la constante L = max{x
te€[0,7], eie{1,2} que:

Ko} > 0, se cumple que para todo Ty, T, € R,

(b(t, Ty, ) — b(t, Ty, d)|? + |o(i) — o (i) |* + / 7 (i, 2) — (i, 2)Pry(dz) < LTy — Ty,
Z

lo cual verifica la condicién de Lipschitz global (Ecuacién 4.8.3).

Resta verificar que los coeficientes satisfacen la condicién de crecimiento lineal (Ecua-

cién 4.8.4). Sea (t,T},i) € [0,T] xRx{1,2} y denotemos por T}, .. = II[léX] | T, ()] < 00
te(0,T

al maximo de la funcién continua T,,,, () en el compacto [0, 7. Aplicando la desigualdad
elemental |a — b|? < 2|a|? + 2|b|? del Lema 4.2 al coeficiente de deriva compensada en el
régimen i = 1 (Ecuacién 4.9.6), y acotando A(t) < A se obtiene:

max?

|T)(t7 T17 1>|2 = |(’%oneset + )‘<t)[Eh/z]> - K‘onT1|2 S 2 (’{on|eset| + )‘max|[E[7i”>2+2K‘gn|Tl|2'

Aplicando la misma desigualdad algebraica a la deriva en el régimen ¢ = 2 (Ecuacion 4.9.7)
y utilizando que |T,,,,,,(t)| < T.,..» Se tiene que:

ax’

|b(th172)’2 = ’HoffTamb(t) - K“offT1’2 < 26517 + 2Hgff‘T1|2'

of f~max

Para el término de difusion, se tiene en ambos regimenes la cota constante |o(i)]? < X, .
donde ¥,,,, = méx{o2,, 0> s+ < oo. Asimismo, evaluando la integral del coeficiente de
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salto (Ecuacién 4.9.4) respecto a la medida de intensidad v,(dz) = A(t)dF'(z), se tiene
que para ¢ = 2 dicha integral es nula, mientras que para ¢ = 1 se cumple que:

/ (1, 2) vy (dz) = A(t) / 2PdF(2) = AOEP] < Amaa M, < 0.
Z Z

Sumando las cotas correspondientes a la deriva compensada, la difusién y la medida de
saltos, y definiendo la constante positiva:

K = méx {HléX {2 (Kon|eset‘ + )‘maz|[E[’Yz]|)2 ’ QK?)fnglaz} + Em,a:r + )‘mamM'y? méx{21€§n’ 2I€¢27ff}} > 07

se deduce que para todo (t,77,1) € [0,7] x R x {1,2} se satisface la desigualdad:

[b(t, Ty, ) + o (@) + / v(i, 2)Pry(dz) < K (14 T4 %),
Z

verificando asi la condicién de crecimiento lineal (Ecuacién 4.8.4).

Por lo tanto, dado que se cumplen todas las hipétesis del Teorema 4.9, para cualquier
condicién inicial T'(0) = T, € L%O(Q;[R) y a(0) = o € {1,2}, la ecuacién diferen-
cial estocastica hibrida propuesta en la Ecuacion 4.9.1 tiene una tnica solucién fuerte
{T'(t)}1epo,m) adaptada a {F,}~, con trayectorias cadlag casi seguramente y acotada en
media cuadrética:

E [ sup |T(t)|2] < 00,
0<t<T

por lo que {T'(t)}ci0,r) € M([0,T]; R). ®
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5. Soluciones Numéricas de Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas

En la préctica, la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas carecen de una
solucién analitica explicita debido a la estructura de sus coeficientes o al acoplamiento de
muiltiples perturbaciones. Por este motivo, resulta necesario recurrir a esquemas de apro-
ximacién numérica definidos sobre una discretizacion temporal. A diferencia del anélisis
numeérico determinista, donde el error de aproximacién se evaltia de manera puntual, en el
célculo estocéstico la cercania entre la solucion exacta X(t) y la aproximacién numérica
Y debe medirse en media cuadratica o en distribucién sobre el espacio de probabilidad
(Q,7,P) (Kloeden y Platen 1992).

5.1. Tipos de Convergencia

Para establecer formalmente los criterios de convergencia, consideremos una particiéon
regular del intervalo [0,T], P = (ty,t4,...,ty) compuesta por N € N subintervalos de
longitud constante At = %, cuyos nodos temporales estan dados por ¢, = nAt para
n=0,1,..., N. Denotaremos por Y, al valor de la aproximacién discreta en el nodo ¢, y
por AW, = W(t,.,)—W(t,) ~ N(0,At) al incremento correspondiente del movimiento

Browniano estandar.

Definicién 5.1 (Convergencia Fuerte). Se dice que una aproximacién numérica discreta
{Y,, }o<n<n Obtenida con un tamafio de paso At > 0, converge en sentido fuerte con
orden v > 0 hacia la solucién exacta {X (t)}teo,) en el tiempo terminal T si existen
constantes positivas C' > 0y ¢, > 0, independientes de At, tales que para todo At € (0, ;)
se satisface la siguiente desigualdad:

E[X(T) =Yyl < C(AL)".
Por la desigualdad de Lyapunov (E[|X(T) — Yy|] < (E[|X(T) — Yx|?])'/?), el criterio de
la Definicion 5.1 suele establecerse demostrando que el error cuadratico medio cumple
_ 1/2 _
([E [ sup |X(t) — Y(t)|2]> < C(At)?, donde Y (t) denota la extension continua del

0<t<T
esquema numérico. La convergencia fuerte controla el error promedio trayectoria por
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trayectoria, por lo que lo hace el criterio adecuado cuando se requiere simular trayectorias
individuales del proceso (Wang 2016).

Definicién 5.2 (Convergencia Débil). Se dice que una aproximaciéon numérica dis-
creta {Y) }o<,<n converge en sentido débil con orden § > 0 hacia la solucién exacta
{X(?) }1eo,r) en el tiempo terminal 7' si, para toda funcién de prueba g € C’f,(ﬁﬂ)([R; R)
(funciones 2(8 + 1) veces continuamente diferenciables cuyas derivadas parciales tie-
nen crecimiento a lo sumo polinomial), existen constantes positivas C > 0 y ¢, > 0,
independientes de At, tales que para todo At € (0,,) se cumple que:

[Elg(X(T))] - Elg(Yy)]| < C(At)7.

A diferencia del criterio fuerte, la convergencia débil no exige cercania trayectoria por
trayectoria, sino que mide el error en la aproximaciéon de los momentos estadisticos y de
los valores esperados de funcionales de la soluciéon (Wang 2016).

5.2. Esquema Numérico de Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama es la generalizaciéon directa del método de Euler clésico,
al calculo estocdstico de It6. Consideremos la ecuacion diferencial estocastica continua
(Ecuacién 4.5.1) expresada su en forma integral sobre el subintervalo [t,,,t,, ] :

X(t,.,) = X(t,) + / " (s, X(s))ds + / " (s, X(s))dW (s).

n n

Aproximando ambos integrandos mediante su evaluacién constante en el extremo izquierdo
s =t,, se obtiene la relacién recursiva del esquema de Euler-Maruyama:

n

Y, 1=Y,+0b(t,,Y,)At +0o(t,,Y,)AW,, n=0,1,...,N—1, (5.2.1)
con condicién inicial Y, = z.

Teorema 5.1 (Teorema de Convergencia del Método de Euler-Maruyama). Sea
{X(?) }ieo,r) la dnica solucion fuerte de la EDE continua (Ecuacidn 4.5.1) con condicion

inicial X(0) = z, € L%ro(Q;[R), y sea {Y, }ogep<n la aproximacion generada por el
esquema de Euler-Maruyama (Ecuacion 5.2.1).
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1. Silos coeficientes b(t,x) y o(t,x) satisfacen las condiciones de Lipschitz global y de
crecimiento lineal del Teorema 4.3, ademds de la condicion de continuidad temporal
b(t,z) —b(s,z)| + |o(t,z) — o(s,z)] < K(1+ |z|)|t — s|*/2, entonces el esquema de
Euler-Maruyama converge en sentido fuerte con orden v = 0.5:

1/2
([E[ sup |X(tn)—Yn|2D < C(AL)V2.
0<n<N

2. Si adicionalmente los coeficientes b,o € @;‘;([R; R) poseen derivadas espaciales
continuas hasta de cuarto orden con crecimiento polinomial, entonces el esquema
de Euler-Maruyama converge en sentido débil con orden = 1.0.

La reduccion del orden de convergencia fuerte a v = 0.5 (frente al orden 1.0 del método de
Euler clésico determinista) se debe a que la raiz de la varianza del incremento Browniano
escala proporcionalmente a /E[(AW,,)2] = (At)Y/2 (Kloeden y Platen 1992).

La implementacién paso a paso del método de Euler-Maruyama se detalla en el alg. 5.1.

Algorithm 5.1.

Esquema numérico de Euler-Maruyama

1: 1) Dado un entero fijo N > 0, dividir el dominio temporal [0,T] en N + 1 nodos
equidistantes ty,tq, ..., ty, donde At =T /N es el incremento temporal, t,, = nAt y
AW, ~ \/EN(O, 1) es el incremento Browniano correspondiente para n =0, ..., N — 1.
2: 2) Asignar la condicion inicial Yy = x.

3: 8) Resolver recursivamente el sistema:

4: Paran=0,1,...,N —1 Hacer

5 Generar una variable aleatoria normal estandar independiente Z, ~ N(0,1).
6 Calcular el incremento del proceso de Wiener: AW, = VAt Z,,.

7: FEvaluar los coeficientes en el nodo actual: b, =b(t,,Y,,) y o, =0o(t,,Y,).

8 Actualizar el estado del proceso: Y, ; =Y, +b,At +o0,AW,,.

9 Fin Para

10: 4) Retornar la trayectoria discreta aproximada del proceso: {Yy,Yq, ..., Y}

5.3. Esquema Numérico de Milstein

Para alcanzar un orden de convergencia fuerte superior cuando el coeficiente de difusion
o(t,z) depende de la variable de estado X (¢), el método de Milstein incorpora el término de
orden O(At) que viene de la expansién de Itd-Taylor (Kloeden y Platen 1992). Aplicando
el Lema de Itd (Teorema 4.4) al coeficiente o(s, X(s)) para s € [t,,,t,,,], se tiene que

o(s,X(s)) ~o(t,,X(t,)) +ol(t,, X(tn))%(tn,X(tn))(W(s) —W(t,,)). Al sustituir esta
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tn+1
aproximacion en la integral estocdstica / o(s,X(s))dW(s), se obiene una integral
t

n

estocastica doble de Ito:

Ia,)n = [ /t dW (u)dW (s) = % [(AW,)% — At]. (5.3.1)

Anadiendo esta correccién al esquema de Euler-Maruyama (Ecuacién 5.2.1), se obtiene el
esquema numérico de Milstein:

1
Yn+1 = Yn + b(t Y, )At + U(tn7Yn>AWn + 7U(tn7 Yn)ao-

Y 5 %(tn,Yn) [(AW,)? — At] .

(5.3.2)

Teorema 5.2 (Teorema de Convergencia del Método de Milstein). Sea {X(t)};cp0. 1y
la dnica solucion fuerte de la EDE continua (Ecuacion 4.5.1) con condicion inicial
X(0) ==z, € L?O(Q; R). Si el coeficiente de deriva b(t,x) es continuamente diferenciable

respecto a x, el coeficiente de difusion o(t,z) es dos veces continuamente diferenciable

) . 0 oo 0%
respecto a x, y tanto los coeficientes como las combinaciones b—, c— y o a3 satisfacen

ox’  Ox

las condiciones de Lipschitz global y de crecimiento lineal uniformemente en todo t € [0,T],
entonces el esquema numérico de Milstein (Ecuacion 5.3.2) converge en sentido fuerte
con orden v = 1.0:

1/2
([E[ sup |X(tn)—Yn\2D < CAt.

0<n<N
La demostracion detallada de este teorema mediante expansiones truncadas de Ito-Taylor
se presenta en (Kloeden y Platen 1992).

La implementacién paso a paso del método de Milstein se detalla en el alg. 5.2.

Algorithm 5.2.

Esquema numérico de Milstein

1: 1) Dado un entero fijo N > 0, dividir el dominio temporal [0,T] en N + 1 nodos
equidistantes ty,tq, ..., ty, donde At =T /N es el incremento temporal, t,, = nAt y
AW, ~ VAt N(0,1) es el incremento Browniano correspondiente para n =0, ..., N — 1.
2: 2) Asignar la condicion inicial Yy = .

3: 8) Resolver recursivamente el sistema con correccion de sequndo orden:

4: Paran=0,1,...,N —1 Hacer

b: Generar una variable aleatoria normal estindar independiente Z, ~ N(0,1).
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Esquema numérico de Milstein

6: Calcular el incremento Browniano: AW, = /At Z,,.

7: FEvaluar b, =b(t,.Y,,), 0, =0o(t,,Y,) y la derivada parcial o, = %(tn, Y,).
8: Calcular la integral iterada de Ito: 1 ., = 5 [(AW,,)? — At].

9: Actualizar el estado del proceso: Y, 1 =Y, +b,At + 0, AW, +0,0,,1(; 1) -
10:  Fin Para

11: 4) Retornar la trayectoria discreta aproximada del proceso: {Y,,Yq, ..., Yn}.

5.4. Analisis Comparativo de Convergencia Fuerte

Para mostrar la diferencia en el orden de convergencia fuerte entre los esquemas numéricos
de Euler-Maruyama y de Milstein ante un término de difusién dependiente del estado,
consideremos el Movimiento Browniano Geométrico (GBM), definido por la ecuacién
diferencial estocastica lineal homogénea con ruido multiplicativo:

dX(t) = pX(t)dt + o X (1)dW (1), X(0) = X,, (5.4.1)

donde p € R es la tasa de deriva y ¢ > 0 es el pardametro de volatilidad. Aplicando el
Lema de Ité (Teorema 4.4) a la funcién f(x) = In(x) (o mediante la férmula exponencial
de la Seccién 3.2 en (Situ 2005)), se obtiene que la solucién de la Ecuacion 5.4.1 estd
dada por:

X(t) = Xy exp K,u — ;0_2> t+ JW(t)] . (5.4.2)

Dado que en la Ecuacién 5.4.1 el coeficiente de difusién es lineal respecto al estado,

%(t,m) = 0 # 0. Al omitir el término

ox

corrector 302V, [(AW,,)> — At], el método de Euler-Maruyama aproxima la difusién como
constante dentro de cada subintervalo [t,,, ¢, . ], acumulando un error de truncamiento de
orden (At)'/2. Por el contrario, el método de Milstein incorpora dicho término cuadratico,
alcanzando un orden de convergencia fuerte v = 1.0 (Kloeden y Platen 1992).

o(t,z) = ox, su derivada parcial espacial es

En la Figura 5.1 se simula una trayectoria de la Ecuacién 5.4.2 y de las aproximaciones
de Euler-Maruyama y Milstein sobre el intervalo [0, 2] utilizando la misma trayectoria
Browniana, con parametros p = 0.05, 0 = 1.0, X; = 1 y un paso de discretizacion
At = 0.05 (N = 40).

0
Como se observa en la Figura 5.1, ante un coeficiente de difusién multiplicativo (a—a + 0) ,
x

la aproximacién del método de Euler-Maruyama se desvia de la solucién exacta en las
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Anadlisis de Convergencia Fuerte: GBM (dX(t) = uX(t)dt + oX(t)dW(t))

2.5

2.0 1

1.5

X(t)

1.0 A

0.5 A

0.0 1

— Solucién Analitica Exacta
RVAR ---- Aproximacién Euler-Maruyama
/ \ —-— Aproximacién Milstein

Figura 5.1.:

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Analisis de convergencia fuerte de esquemas numeéricos estocasticos para
una trayectoria del Movimiento Browniano Geométrico (GBM) definida por
dX = 0.05Xdt + XdW con X, = 1. El eje horizontal representa el avance en
el tiempo y el eje vertical el estado del proceso X (¢). La linea negra continua
representa la solucién analitica exacta. La linea roja discontinua representa
la aproximacién del método de Euler-Maruyama (orden fuerte v = 0.5),
evidenciando desviaciones respecto a la soluciéon exacta. Por tltimo, la linea
azul discontinua representa la aproximacién del método de Milstein (orden
fuerte v = 1.0), el cual sigue con mayor precisién la solucién exacta ante un
ruido multiplicativo.
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regiones de mayor variaciéon del proceso de Wiener, mientras que el método de Milstein
sigue practicamente de forma idéntica la trayectoria de la solucién exacta.

Por tltimo, resulta fundamental destacar una propiedad que vincula ambos métodos
cuando el ruido continuo es aditivo respecto a la variable de estado; esto es, cuando

do
el coeficiente de difusiéon no depende de x, por lo que — = 0. En tal caso, el término

corrector de segundo orden en la Ecuaciéon 5.3.2 se anula, es decir:

S0t V) 02 (1, ) [(AW, )2 — A =0,

lo que implica que el esquema de Milstein y el esquema de Euler-Maruyama
coinciden algebraicamente. En particular, para nuestro modelo termodinamico hi-
brido (Ecuacién 4.9.1), dado que dentro de cada régimen ¢ € {1,2} la volatilidad
0o (1)

oT
de Euler-Maruyama reproduce de manera exacta la actualizacién del esquema de Mils-
tein en la componente difusiva sin requerir el calculo de derivadas parciales espaciales
adicionales.

0(i) € {0,,,0,5s} s constante respecto a la temperatura T'(t) = 0) , el esquema

5.5. Esquemas Numéricos para EDES con Cambios de
Régimen de Markov

Los métodos de Euler-Maruyama (Ecuacién 5.2.1) y de Milstein (Ecuacién 5.3.2) pre-
sentados previamente consideran coeficientes que dependen tnicamente de difusiones
continuas. Sin embargo, para aproximar numéricamente ecuaciones diferenciales estocés-
ticas hibridas cuyos parametros cambian de acuerdo a una cadena de Markov a tiempo
continuo {a(t)};e0,7] sobre un espacio de estados finito M = {1,2,...,m}, es necesario
juntar la discretizacién temporal de la variable de estado continua con la simulacién
discreta de las transiciones de régimen (Yin y Zhu 2010; Mao y Yuan 2006).

Consideremos el sistema de difusién con cambio de régimen markoviano estudiado en el
Capitulo 2 (Seccién 2.2) y Capitulo 5 (Seccién 5.2) de (Yin y Zhu 2010):

dX(t) =0b(t, X(t),a(t))dt + o(t, X(t),a(t))dW(t), (X(0),a(0))= (zq,iy), (5.5.1)

donde a(t) € M tiene una matriz generadora infinitesimal @ = (g;;) que satisface

Mo XMmg

la propiedad-¢: ¢;; > 0 para todo i # jy q; = _Zqij' Sobre la particion regular

J#i
P =(ty,ty,...,txn), t,, = nAt con tamano de paso At = T'/N, la restriccién de la cadena
de Markov a los nodos de la malla, denotada por «,, = «(t,,), define una cadena de
Markov homogénea a tiempo discreto. La matriz de probabilidades de transicién en
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un paso P(At) = (P;;(At)),, xm,» donde P;(At) = P(a,, 4 = j | o, = i), estd dada
exactamente por la exponencial matricial y admite un desarrollo de Taylor de primer
orden para tamafios de paso At > 0 suficientemente pequenos (Seccién 5.3 y 6.4 de (Yin
y Zhu 2010) y Seccién 4.2 de (Mao y Yuan 2006)):

P(At) =exp(AtQ) =1+ AtQ + O ((At)?), (5.5.2)

cuyas entradas de transicién en un paso cumplen que:

q;;At + o(At), sii # J,

B ] (5.5.3)
1+ q; At +o(At), sii=jy,

donde §,; denota la delta de Kronecker. De manera equivalente, usando las propiedades
de las cadenas de Markov a tiempo continuo, se tiene que la trayectoria de a(t) puede
construirse de manera exacta en el dominio continuo muestreando tiempos de permanencia
exponenciales con tasa \; = —q;; = qu’ en el estado actual 7, o bien mediante un
7
Proceso de Poisson No Homogéneo Deﬁjzléicién 4.9 cuando las tasas de transicién dependen
del tiempo Q(t) (Secciéon 1.4 y 2.8 de (Yin y Zhu 2010); Seccién 1.1 de (Platen y
Bruti-Liberati 2010)), y posteriormente proyectando el estado activo sobre los nodos
t

ne

Una vez determinado el estado del régimen discreto «,, en el nodo ¢,,, el esquema numérico
de Euler-Maruyama con cambio de régimen se formula como:

Y, =Y, +0b(t,,Y,, a,)At+0(t,,Y,, a,)AW,, n=0,1,..,N—1, (5.5.4)
donde AW, = W (t,.;)—W(t,) = VAt Z, con {Z,} una sucesién de variables aleatorias
normales estandar independientes N (0, 1) independientes de la filtracién generada por
{Yy, ap : k< n}.

Definiendo la interpolaciéon constante a trozos (Y2!(t),a®(t)) = (Y,,,a,,) para t €
[th,tns1) ¥ SU extension continua de tipo It6, la convergencia fuerte del esquema queda
garantizada gracias al siguiente teorema (Yin y Zhu 2010; Mao y Yuan 2006):

Teorema 5.3 (Teorema de Convergencia Fuerte de Euler-Maruyama con Cambio de
Régimen). Supongamos que el generador Q es acotado y que para todo régimen i € M
los coeficientes de deriva b(t,x,i) y de difusion o(t,x,i) satisfacen la condicion de
crecimiento lineal (|b(t,z,1)|? + |o(t,z,i)|*> < K(1+ |z|*)) y la condicién de Lipschitz
global (|b(t,z,i) —b(t, 2,9)|* + |o(t,z,i) — o(t, 2,4)|* < Kylx — 2|*) para todo x,z € R.
Entonces, la aprorimacion numérica generada por el esquema (Ecuacion 5.5.4) tiene
momentos finitos de orden p > 2, sup E[|Y,|P] < (Jzo|P + KT)exp(KT) < o0, y

0<n<N
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converge en sentido fuerte en media cuadrdtica hacia la solucion exacta X(t) de la
FEcuacion 5.5.1 satisfaciendo la cota:

E [ sup |X(t) —Y2L1)|?| = O(At), (5.5.5)
0<t<T
lo cual establece un orden de convergencia fuerte v = 0.5 en la norma L*(Q):

1/2
([E[ sup [X() — YAt(t)P]) < o(ane.

0<t<T

5.6. Esquemas Numéricos para EDES Hibridas con Cambios de
Régimen de Markov y Saltos

Para completar la estructura numérica de nuestro modelo (Ecuaciéon 4.9.1), debemos
incorporar las discontinuidades de salto junto con la difusién Browniana y el cambio
de régimen. De acuerdo con (Platen y Bruti-Liberati 2010), mientras que los esquemas
adaptados a saltos insertan cada tiempo aleatorio de ocurrencia dentro de la malla, los
esquemas regulares emplean una particion fija ¢t,, = nAt y acumulan el impacto de los
saltos ocurridos en cada subintervalo [t,,%, ). Este ultimo enfoque resulta el adecuado
para simulaciones de Monte Carlo acopladas a series meteorolégicas en mallas temporales

fijas (At).

Consideremos la EDE hibrida con saltos impulsada por una medida aleatoria de Poisson
p,(dv,dt) con intensidad finita A(t) sobre el espacio de marcas & = R\ {0} (Seccién 1.8
de (Platen y Bruti-Liberati 2010)):

X(t) = X(0) + / b(s, X(s), a(s))ds + / o5, X(s), (s))dW (s) + / / (5=, X(5—), a(s—), 0)p, (dv, ds)
0 0 0 £
(5.6.1)

Cuando las amplitudes de salto provienen de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas {v;},5; y si los instantes de ocurrencia de los eventos siguen
un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad A(¢) > 0 localmente
integrable, entonces la integral de salto sobre [t,,t,. ;) se reduce al incremento de un
Proceso de Poisson Compuesto:

- AN,
agy = [T [l X5 atsoppnds) 2o oy Y v (5:62)
v, Je =1

donde el nimero de saltos AN,, ocurridos en At se aproxima mediante:
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tn+1
AN,, ~ Poisson (/ )\(s)ds) ~ Poisson (A(¢,,)At), (5.6.3)
t

n

adoptando la convencién de que si AN,, = 0, la suma vacia es cero (AJ,, = 0).

En nuestro modelo (Ecuacién 4.9.1), la deriva b(t,T,i) depende del estado T, mientras
que la difusién o(i) y la amplitud de salto no dependen del estado T' (00 = dp¢ = 0),
con magnitudes de salto de varianza finita (E[y?] < co). Por lo tanto, se satisfacen las
condiciones de Lipschitz global y de crecimiento lineal, garantizando que el esquema
hibrido de Euler-Maruyama converge fuertemente con orden v = 0.5 y coincide en su
parte continua con el método de Milstein (Seccién 1.9 y 7.5 de (Platen y Bruti-Liberati
2010); Seccién 5.6 de (Yin y Zhu 2010)).

La implementacién paso a paso del método se resume en el alg. 5.3.

Algorithm 5.3.

Esquema numérico hibrido de FEuler-Maruyama con cambios de régimen y
saltos

1: 1) Dado un entero fijo N > 0, dividir el dominio temporal [0,T] en N + 1 nodos
equidistantes ty,ty,...,ty con tamatio de paso At =T/N yt, = nAt. Definir la matriz
generadora Q = (q;;)m, xm, @ intensidad de saltos A(t) y la distribucion de las
magnitudes de salto F.

2: 2) Asignar las condiciones iniciales del estado continuo Yy = x, y del régimen
discreto oy = iy € M.

3: 8) Resolver recursivamente el sistema en cada subintervalo temporal:

4:  Paran=0,1,...,N —1 Hacer

5: Determinar el estado del régimen actual o, € M (actualizando la cadena de
Markov segin las probabilidades de transicion P;;(At) ~ 0;; + q;;At o tiempos de
permanencia del régimen).

6: Generar una variable aleatoria normal estindar independiente Z, ~ N(0,1) y
calcular el incremento Browniano: AW, = VAt Z,,.
7: Generar el nimero de de saltos en el paso actual: AN, ~ Poisson(A(t,,)At).
8: St AN,, > 0 y el régimen permite saltos Entonces
9: Generar AN,, magnitudes de salto independientes 7, 1, ..., Yo an, ~ ¥, Y
AN,,
calcular la magnitud de salto acumulada: AJ, = Z (s Yoo Qs Yinj)-
=1
10: En Caso Contrario !
11: Asignar AJ, = 0.
12: Fin Si
15: FEvaluar los coeficientes del régimen activo: b, = b(t,,Y, a,) y

Op = U(tnv Yn7an)'
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Esquema numérico hibrido de Fuler-Maruyama con cambios de régimen y
saltos

14: Actualizar el estado del proceso: Y, . =Y, +b,At +0, AW, + AJ,.
15:  Fin Para
16: 4) Retornar la trayectoria discreta aproximada del proceso:

{O/O? O‘O)a <lea O‘l)? A (YNa aN)}'

Con el alg. 5.3 queda establecido el marco numérico necesario para integrar simultanea-
mente la difusién continua, los cambios de régimen de Markov y las perturbaciones por
saltos de Poisson compuestos. Este esquema numérico sera la base computacional en
los capitulos siguientes para aproximar las trayectorias del modelo termodindmico de la
cadena de frio y evaluar el riesgo operativo de almacenamiento.
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6. Fundamentos Teédricos Epidemiologicos

En este capitulo se presentan los fundamentos biolégicos, fisicoquimicos y epidemiolégicos
que vinculan la evolucién de la temperatura interna del refrigerador con la pérdida de
viabilidad de las vacunas y la gestion del inventario clinico. En primer lugar, se describen
los mecanismos de termoestabilidad de los productos biolégicos dentro de la red de
frio. Posteriormente, se formula la cinética de degradacién térmica mediante la ecuacion
de Arrhenius. Finalmente, se presenta el acoplamiento entre la degradaciéon impulsada
por la temperatura, el reabastecimiento logistico bajo incertidumbre y la demanda de
inmunizacion bajo esquemas epidemiologicos.

6.1. Estabilidad Biolégica e Integridad de la Red de Frio

Las vacunas son preparaciones bioldgicas compuestas por antigenos (virus atenuados,
inactivados, subunidades proteicas o dcidos nucleicos), adyuvantes y estabilizantes cuya
estructura molecular es altamente sensible a las variaciones térmicas (Yoshioka y Stella
2000). Para preservar su capacidad inmunogénica desde el laboratorio fabricante hasta
su aplicacién en el paciente, los lineamientos internacionales y normativos establecen que
el almacenamiento en unidades de salud debe mantenerse estrictamente dentro del rango
normativo de [2°C, 8°C] (Organizacién Mundial de la Salud 2015).

Cuando la temperatura interna 7T'(t) del equipo de refrigeracion esté por fuera de este rango
normativo, el bioldgico se expone a dos mecanismos de dafio fisicoquimico distintos:

1. Degradacion térmica por calor (7'(t) > 8°C): El incremento de la energia ciné-
tica molecular acelera la ruptura de enlaces débiles y provoca la desnaturalizacién
progresiva de las proteinas antigénicas. A diferencia de otros fallos mecénicos, el
dano por calor es acumulativo e irreversible: cada excursién térmica por encima
de los 8°C reduce de manera permanente una fracciéon de la potencia bioldgica del
lote almacenado.

2. Inactivacién por congelacién (7'(t) < 0°C): En vacunas que contienen adyu-
vantes de sales de aluminio, la formacién de cristales de hielo rompe las fuerzas de
adsorcién entre el antigeno y el adyuvante, provocando la aglomeracién irreversible
de las particulas y la pérdida inmediata de la eficacia inmunoldgica, ademas del
riesgo fisico de la fractura en los viales de vidrio.
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Asimismo, desde una perspectiva termodindmica, existe un desfase temporal entre la
temperatura del aire dentro de la camara de refrigeraciéon y la temperatura real del
liquido contenido en los frascos de vidrio. Debido a la capacidad calorifica del vidrio y del
liquido biolégico, el vial presenta inercia térmica, lo que amortigua fluctuaciones aéreas
instantaneas y hace que un aumento en la temperatura se sostenga durante un intervalo
critico (tipicamente del orden de 30 minutos) antes de desencadenar la degradacién
efectiva del antigeno.

6.2. Cinética de Degradacién Térmica y la Ecuacién de
Arrhenius

En la estabilidad farmacéutica, la pérdida de potencia de un bioldgico producida por el
calor se modela mediante leyes de cinética quimica. Sea P(t) € [0,100] el porcentaje de
potencia o viabilidad biolégica remanente de un lote de vacunas en el tiempo ¢. Bajo una
cinética de degradacion de primer orden, la tasa instantédnea de pérdida de viabilidad
es proporcional a la potencia presente en ese instante (Atkins, Paula, y Keeler 2018;
Yoshioka y Stella 2000):

— = = —k(T(t))P(t), (6.2.1)

donde k(T) > 0 denota la constante de velocidad de reaccién (o tasa de degradacién
térmica), la cual depende de manera no lineal de la temperatura a través de la relacién
formulada por Svante Arrhenius (Atkins, Paula, y Keeler 2018).

Definicién 6.1 (Ecuacién de Arrhenius). Considere un sistema quimico o biolégico
sujeto a una temperatura absoluta T > 0 (expresada en grados Kelvin, T = T'+273.15
con T en grados Celsius). La tasa de degradacién térmica k(T ) estd determinada por la
siguiente relacion exponencial:

k(Ty) = Aexp (_ R?%K) , (6.2.2)

donde:

= A > 0 es el factor preexponencial (o factor de frecuencia, en s~1 o h_l), que
mide la frecuencia de colisiones moleculares con la orientacién adecuada para la
reaccion.

= E, > 0 es la energia de activacién (J-mol '), que representa la barrera energética
minima necesaria para romper la estabilidad conformacional del antigeno.

» R=28.314J-mol ' - K! es la constante universal de los gases ideales.
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En los modelos deterministas clasicos de estabilidad acelerada, la temperatura se asume
constante, lo que reduce a la Ecuacién 6.2.1 a un decaimiento exponencial simple P(t) =
P(0)e *Tx)t (Yoshioka y Stella 2000). Sin embargo, en una unidad de salud real, la
temperatura interna 7'(t) es un proceso estocastico determinado por la ecuacién diferencial
estocdstica hibrida (Ecuacién 4.9.1).

Al introducir la trayectoria del proceso estocastico T'(t) dentro de la Ecuacién 6.2.2,
la tasa de degradacién k(T'(t)) se convierte en un proceso estocastico adaptado a la
filtracion {F,},~o (Garcia, Diaz-Infante, y Minjarez-Sosa 2026). Considerando que el
dafio farmacolééico se activa tnicamente cuando la temperatura supera el extremo
superior del rango normativo (7'(¢) > 8°C), tras superar el periodo de inercia térmica del
vial, la fracciéon de biolégico degradada en un subintervalo temporal [t,,,t,,,,] de longitud
At se determina mediante:

AD,, = (1 —exp [—k(Tk(t,,))AL]) Lipy )50y (6.2.3)

donde 1(7q ).s:cy es la funcién indicadora de excursién térmica.

n

6.3. Dinamica de Inventario y Demanda Epidemiolégica

La evaluacién del riesgo en la red de frio no puede limitarse solo a medir la pérdida
porcentual tedrica de un vial aislado, sino que debe traducirse en el niimero real de dosis
destruidas (mermas fisicas) durante la operacion de una clinica de vacunacién. Reciente-
mente, en la literatura de modelado epidemiol6gico e investigacion de operaciones (Garcia,
Diaz-Infante, y Minjarez-Sosa 2026), se ha establecido la necesidad de juntar la dindmica
estocastica del inventario de vacunas y la incertidumbre en el reabastecimiento con la
degradacién térmica de los biolégicos durante campaifias de mitigacién de epidemias.

En el marco epidemioldgico clasico, la propagaciéon de una enfermedad infecciosa en
una poblacién se describe mediante modelos de tipo SEIR (Susceptibles, Ezpuestos,
Infectados y Recuperados) y sus extensiones con conteo de vacunaciéon (Garcia, Diaz-
Infante, y Minjarez-Sosa 2026), donde la campana de inmunizacién busca transferir
individuos susceptibles hacia el compartimento protegido a una tasa de vacunacion
determinada. Como se demuestra en (Garcia, Diaz-Infante, y Minjarez-Sosa 2025, 2026),
la factibilidad de sostener dicha tasa de vacunacién en el tiempo depende directamente
de la integridad del inventario de dosis disponibles I(t) > 0 y de la preservaciéon de un
umbral minimo de reserva de seguridad (reserve level).

Tomando como base estos modelos de gestién de biolégicos bajo incertidumbre, la
evolucién temporal del inventario I(¢) en un centro de almacenamiento estd dada por la
interaccién simultanea de tres flujos operativos:
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1. Demanda clinica y epidemiolégica: Representa la extraccion de dosis para su
aplicacion en la poblacién. En condiciones operativas regulares (apego normativo),
esta demanda responde a los esquemas de vacunacién programados y campaias
de salud estacionales; en cambio, durante una contingencia epidemioldgica o bro-
te infeccioso, la urgencia por inmunizar a la poblacién susceptible incrementa
drasticamente la frecuencia de extraccion y rotaciéon del inventario.

2. Merma por degradaciéon impulsada por la temperatura: Cuando ocurre
una ruptura de la cadena de frio (T'(¢t) > 8°C), la tasa cinética de Arrhenius
kE(T(t)) actta directamente sobre el volumen total de dosis almacenadas en ese
instante. En consecuencia, el niimero de dosis destruidas en el intervalo At es
proporcional al inventario activo, esto es, M, = AD,, - I(t,). Esta relacién explica
por qué una excursién térmica que coincide con un refrigerador lleno a su maxima
capacidad produce pérdidas materiales severas, mientras que una rotacion oportuna
del inventario mitiga la exposicién al riesgo eléctrico.

3. Reabastecimiento logistico y umbral de reserva: Para evitar el desabasto
clinico, el sistema mantiene un umbral minimo de reserva o punto de reorden I,..,,4cr, -

Conforme el consumo clinico y las mermas reducen las existencias hasta cruzar

este umbral critico, se activa el reabastecimiento de nuevos lotes hasta restablecer

la capacidad méaxima del equipo I,,,,,, proceso que en escenarios de contingencia
involucra resurtidos y aperturas aleatorias modeladas mediante procesos de Poisson.

Adaptando estos principios (Garcia, Diaz-Infante, y Minjarez-Sosa 2025, 2026) a nuestra
malla temporal de simulacién ¢,, = nAt, el balance del inventario fisico I,, = I(t,,) sigue
la siguiente relacién recursiva:

I.,.=1,—-C,—AD,(I,—C,)+R,, (6.3.1)
donde C,, denota las dosis extraidas para vacunacion en el paso n, AD, (I, —C,,) cuan-
tifica las dosis inutilizadas por degradacién térmica de Arrhenius (Ecuacién 6.2.3), y
R, = (Iaw — 1,)1y1 <1 ., 4 representa la orden de reabastecimiento jurisdiccional.
Con este acoplamiento tedrico queda formalizado el vinculo completo entre el mode-
lo termodindmico estocastico (Ecuacién 4.9.1) y las métricas de impacto logistico y
epidemiolégico que se calibraran y simularan en los capitulos siguientes.
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7. Estudio de Caso: Parametrizacion y
Calibracion del Modelo Matematico

7.1. Motivacion y Contexto del Estudio

El presente capitulo traslada el marco teérico desarrollado previamente hacia un escenario
de aplicacién critico para la salud publica: la cadena de frio para la preservacién de
vacunas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas. La eleccién de esta regién geografica como caso
de estudio responde a la combinacién de condiciones climatolégicas de calor extremo y a
la vulnerabilidad de la infraestructura eléctrica local frente a fenémenos meteorologicos
estacionales, entorno bajo el cual los equipos de refrigeracion institucionales operan
sujetos a un estrés térmico continuo.

Con el propésito de garantizar la validez fisica y operativa del modelo matematico, se evita
el uso de pardmetros arbitrarios en la Ecuacién Diferencial Estocéstica (EDE) hibrida,
dado que asignar tasas de intensidad o volatilidades sin sustento empirico produciria
trayectorias desconectadas de la realidad clinica. En consecuencia, el objetivo central de
este capitulo consiste en calibrar rigurosamente todas las variables del sistema a partir
de registros oficiales, leyes fisicas y especificaciones técnicas internacionales.

El proceso de estimacion y asignacién de pardmetros se estructura en las siguientes cuatro
fases analiticas:

1. Caracterizacion Estocastica del Suministro Eléctrico: A partir de registros
histéricos e indicadores oficiales de continuidad (SAIFI y SAIDI) de la Comisién
Federal de Electricidad (CFE), junto con un factor de reduccién de escala espacial,
se modela la frecuencia anual de los apagones mediante un Proceso de Poisson
No Homogéneo y la duracion de las fallas por temporada climatica mediante
distribuciones Log-Normales estacionales.

2. Calibracién Termodindmica y de Perturbaciones por Apertura: Utilizando
las especificaciones de precalificacién de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS)
para el refrigerador Haier HBC-150 y la ley de enfriamiento de Newton, se deducen
las tasas de transferencia térmica (k,,,, 5, ) v las volatilidades (o,,,,0,;;) en ambos
regimenes de operacion, asi como la frecuencia y magnitud de los saltos térmicos
(y;) inducidos por las aperturas de puerta con base en estudios experimentales del
NIST.
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3. Cinética de Degradaciéon Térmica: Se parametriza la Ecuacién de Arrhenius
para cuantificar la tasa de desnaturalizacién proteica y el dano térmico acumulado
que sufren los bioldgicos cuando la temperatura interna rebasa el umbral normativo
superior (T'(t) > 8°C).

4. Dindmica de Inventario y Demanda Clinica Estacional: Finalmente, se
establecen la capacidad maxima de almacenamiento, el punto de reorden juris-
diccional y la demanda mensual de vacunacion en México, acoplando el consumo
de dosis con el proceso de aperturas de puerta bajo tres escenarios operativos:
control absoluto (Escenario A), apego normativo (Escenario B) y contingencia
epidemiolégica (Escenario C).

7.2. Datos Base e Histérico de Interrupciones Eléctricas

El objetivo de esta fase es modelar la tasa de ocurrencia y la escala temporal de las
interrupciones del suministro eléctrico en el drea geografica de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.
Para evitar supuestos tedricos alejados de la realidad operativa de la red local, los datos
de partida no se asignaron de manera arbitraria, sino que se obtuvieron a través de los
registros oficiales de la Comisién Federal de Electricidad (CFE). Mediante una solicitud
de informacién publica de transparencia dirigida a la CFE, se obtuvo el registro histérico
del promedio mensual de interrupciones y su duracién para el municipio de Tuxtla
Gutiérrez.

A partir de dicha solicitud, se recabé el comportamiento histérico del municipio para el
periodo comprendido entre los anos 2019 y 2025. La Tabla 7.1 contiene dicha informacion,
presentando el nimero de interrupciones promedio por mes y la duracién promedio en
horas por cada corte de energia.

Tabla 7.1.: Interrupciones eléctricas en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas (Fuente: Solicitud de
Transparencia a la CFE).

Numero de interrupciones Duracién Promedio de las

Ano promedio por mes interrupciones (Horas)
2019 25 2.02
2020 42 1.73
2021 47 2.03
2022 40 2.59
2023 49 2.23
2024 43 2.39
2025 38 2.02

El analisis de la Tabla 7.1 muestra un incremento significativo en la frecuencia de fallas
a partir del ano 2020, estabilizandose en una franja superior a los 40 cortes mensuales.
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Este cambio se debe al crecimiento de la carga térmica residencial e industrial y a la
saturacién de los transformadores de distribucién en la mancha urbana.

Para la calibracion de la EDE en este trabajo de investigacién, se seleccioné el afio
2024 como el escenario de linea base. Dicho afno presenta una media mensual de 43
interrupciones por mes con una duracién promedio por corte de 2.39 horas. Al
proyectar esta tasa mensual a una tasa anual, se tiene que el nimero total de interrupciones

al ano esperadas a nivel municipal (V,,;,;) es:

N,

tota

; = 43 cortes/mes x 12 meses = 516 cortes/afno (7.2.1)

7.3. Correccion de Escala Espacial (Factor r,,,..)

7.3.1. Justificacion de la Reduccion de Escala

El valor de 516 cortes al ano obtenido en la Ecuacién 7.2.1 es un dato agregado de todo
el municipio, asi que utilizar directamente este valor para un solo refrigerador implicaria
asumir que el centro de almacenamiento de vacunas sufre mas de un apagoén diario, lo
cual no es fisicamente real. Este error ocurre al ignorar que un edificio estd conectado a
un solo nodo de la red, no a todos simultaneamente.

Para solucionar esto, introducimos un factor de escala espacial. De acuerdo con el
Programa para el Desarrollo del Sistema Eléctrico Nacional (PRODESEN) y los diagramas
de infraestructura del Centro Nacional de Control de Energia (CENACE) (Secretaria
de Energia 2024), la mancha urbana de Tuxtla Gutiérrez estd alimentada de manera
sectorizada por exactamente 8 subestaciones principales de distribucién (Tuxtla
Céntrica, Oriente, Poniente, Teran, Tuxtla Norte, Tuxtla Dos, Mactumatza y Real del
Bosque).

7.3.2. La Esperanza Matematica Local

Asumiendo que los cortes de energia se distribuyen de manera uniforme sobre estas
subestaciones, la probabilidad p de que un corte afecte a la subestacion de interés (Tuxtla
Norte, encargada de alimentar la zona de hospitales y laboratorios de la Colonia Maya)
esp=1/8.

Por consiguiente, el nimero de cortes que tiene el centro de almacenamiento de vacunas
se comporta como una variable aleatoria binomial N;,..; ~ B(N,, 4., P), Cuya esperanza
matematica es:

916 cortes -
E[Niocat] = Niotar X P = S subostacionos 64.5 ~ 64 cortes al ano (7.3.1)
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Al redondear la esperanza a un nimero entero, establecemos una base realista de 64
interrupciones esperadas al ano para nuestra simulacion.

7.4. Distribucion Temporal de las Fallas

Las interrupciones no ocurren de manera homogénea a lo largo del ano (es decir, no
ocurren exactamente 5.33 cortes cada mes). La variabilidad mensual depende directamente
de los factores climaticos estacionales de la region. Para no asignar los apagones de cada
mes de manera aleatoria, utilizamos el comportamiento documentado en el Informe Anual
de la CFE 2024 (Comision Federal de Electricidad 2024), especificamente en su pagina
82, donde se registra la evolucién de los indicadores de continuidad del servicio a lo largo
de los meses.

Para comprender la estructura de estos datos oficiales, la CFE evalda la continuidad del
suministro a través de dos indicadores internacionales de confiabilidad:

7.4.1. 1. indice de la Frecuencia de Interrupcién Promedio, en niimero
(SAIFI)

El indicador SAIFI (System Average Interruption Frequency Index) contabiliza el ntimero
promedio de interrupciones sostenidas que experimenta un usuario durante un periodo
determinado (generalmente un afio o un mes), es decir si se tiene una red eléctrica con un
total de Ny usuarios atendidos. Si en un intervalo de observaciéon ocurren M eventos de
interrupcion, donde cada evento i € {1,2,..., M} afecta a una cantidad de N, usuarios,
el indice SAIFI se expresa formalmente como:

SAIFI = =1 (7.4.1)

7.4.2. 2. indice de Duracién Promedio de Interrupcién, en minutos (SAIDI)
El indicador SAIDI (System Average Interruption Duration Index) mide la duracién total
acumulada de las interrupciones sostenidas que experimenta el usuario promedio dentro

del periodo de evaluacién. Si cada evento de falla i tiene una duracién temporal de r;
horas, el indice SAIDI se define analiticamente mediante:

SAIDI = =L (7.4.2)
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A partir de estas definiciones, la Tabla 7.2 presenta la evolucién mensual acumulada de
los indicadores SAIDI y SAIFI reportada en la pagina 82 del informe anual de la CFE.

Tabla 7.2.: Evoluciéon mensual acumulada de los indicadores SAIDI y SAIFI (Fuente:
Informe Anual CFE 2024, p. 82).

Mes SAIDI Acumulado (Horas) SAIFI Acumulado
Enero 0.998 0.013
Febrero 1.110 0.017
Marzo 1.285 0.022
Abril 2.793 0.027
Mayo 4.120 0.037
Junio 5.774 0.053
Julio 6.557 0.065
Agosto 7.905 0.080
Septiembre 8.592 0.096
Octubre 9.063 0.103
Noviembre 9.314 0.106
Diciembre 10.812 0.113

Dado que el informe de la CFE publica el indicador SAIFI de forma acumulada, es
necesario calcular la diferencia marginal (A) respecto al mes anterior para obtener el
peso estadistico de cada mes de forma individual:

ASAIFI, = SAIFI, — SAIFI, , (7.4.3)

Para distribuir los 64 cortes anuales calculados para la subestaciéon local respetando
esta estacionalidad, aplicamos una regla de tres simple basada en la proporcionalidad
marginal. Suponiendo que el valor total del SAIFI al final del ano (0.113) representa el
100 % de las fallas (equivalente a los 64 cortes), entonces el incremento mensual generado
en cada periodo (ASAIFI,) representard una fraccién directamente proporcional de cortes.
Expresado de forma general para cualquier mes i, la asignacién viene dada por:

ASAIFT.
= — E[NV, 4.4
Cortes; (S IFItotal) X E[Nypeall (7.4.4)

Sustituyendo los valores de nuestro escenario (SAIFI, ,,; = 0.113 y E[N;,.] = 64), la

ecuacion del modelo es:

tota

(7.4.5)

ASAIFI,
(2 4
Cortes; < 0113 )
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Al hacer este calculo y redondeando al entero mas cercano (realizando un ajuste para
conservar la suma total en 64 cortes anuales), obtenemos la distribucion estacional de las
fallas eléctricas presentada en la Tabla 7.3.

Tabla 7.3.: Distribucién estacional de los 64 cortes calculada mediante proporcionalidad
sobre el SAIFI 2024.

Cortes Exactos Cortes Asignados
Mes A SAIFI (Mensual) Calculados (Redondeo)
Enero 0.013 7.36 7
Febrero 0.004 2.26 2
Marzo 0.005 2.83 3
Abril 0.005 2.83 3
Mayo 0.010 5.66 6
Junio 0.016 9.06 9
Julio 0.012 6.79 7
Agosto 0.015 8.49 8
Septiembre 0.016 9.06 9
Octubre 0.007 3.96 4
Noviembre 0.003 1.70 2
Diciembre 0.007 3.96 4

El analisis de la Tabla 7.3 revela con claridad los dos momentos estacionales de mayor
vulnerabilidad y frecuencia de cortes en el suministro eléctrico de la region. El pico
mas severo se registra en Junio (9 cortes), un fenémeno ocasionado por las altas
temperaturas extremas registradas en Tuxtla Gutiérrez durante la primavera-verano, las
cuales provocaron una saturacion en la red de distribucién eléctrica debido al uso masivo
y simultaneo de sistemas de aire acondicionado. El segundo periodo critico ocurre durante
Agosto y Septiembre (8 y 9 cortes respectivamente), coincidiendo directamente
con el maximo histérico de la temporada de lluvias, tormentas tropicales y huracanes
en el Sureste mexicano, eventos climaticos que suelen derribar lineas de alta tensién y
afectar transformadores locales. En contraste, la época invernal se consolida como el
periodo de maxima estabilidad en el servicio.

7.5. Modelado del Proceso de Poisson No Homogéneo
(PPNH)

Para integrar las interrupciones eléctricas dentro de la Ecuacion Diferencial Estocéstica
(EDE) en tiempo continuo ¢, donde ¢ € [0, 365] representa los dias del ano, utilizamos
un Proceso de Poisson No Homogéneo (Definicién 4.9), cuya funcién de intensidad
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A(t) varia en funcién del tiempo para tener en cuenta la estacionalidad climética de la
region.

El modelo se construye mediante la suma de una tasa base de fondo y dos funciones
de perturbacion gaussianas no normalizadas. La eleccién de nicleos gaussianos permite
modelar la transicién gradual de las estaciones meteoroldgicas sin introducir discontinui-
dades de salto, concentrando el riesgo exactamente en los dias donde el clima somete a la
red a mayor estrés.

La funcién analitica propuesta para la intensidad diaria de fallas es:

(t— )’ (t—p1)”
)\(t) = )‘base + Al exp (—%‘% -+ A2 exp —T‘% (751)

7.5.1. Calibraciéon mediante la Regla Empirica (68-95-99.7)

Para deducir la dispersién exacta de las campanas (o, y 0,), recurrimos a la regla
empirica de la distribucién normal, la cual establece que el 95.4 % de los datos se
concentra a una distancia de +20 respecto a la media. Igualando esta amplitud (un
ancho total de 40) a la duracién fisica en dias de cada temporada climatica en Chiapas,
obtenemos la siguiente calibracién analitica:

» Tasa Base ()\,,,. = 0.0667): Representa el riesgo minimo constante por fallas
accidentales o mantenimientos de la red, independiente del clima. Se calcula a partir
de los meses mas estables (febrero y noviembre, con 2 cortes al mes), resultando en
2 cortes/30 dias ~ 0.0667 cortes/dia.

» Ola de Calor (u; = 152 y o, = 45): El primer pico térmico se centra a principios
de junio (dia 152). La temporada de calor abarca histéricamente 6 meses (de marzo
a agosto, ~ 180 dias). Aplicando la regla empirica, 40, = 180 = o, = 45.
Elevando al cuadrado, la varianza estacional queda en 20% = 4050.

» Temporada de Lluvias (uy, = 244 y o, = 30): El segundo pico se centra
a inicios de septiembre (dia 244), el momento mas severo de tormentas. Esta
temporada abarca 4 meses (julio a octubre, ~ 120 dias). Aplicando la regla empirica,
405 =120 = 0, = 30. Su varianza estacional queda en 203 = 1800.

7.5.2. Sistema de Amplitudes Cruzadas (4, y A,)

Para que los picos maximos en ¢t = 152 y ¢t = 244 alcancen exactamente una intensidad de
0.30 cortes/dia (equivalente a los 9 cortes mensuales reportados empiricamente en junio
y septiembre), no basta con restar la tasa base de 0.0667. Al estar las campanas cercanas
en el tiempo, la “cola” derecha del pico de calor contribuye a la intensidad durante la
temporada de lluvias, y viceversa.
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Para obtener las amplitudes exactas (A; y A,), se resuelve el siguiente sistema de
ecuaciones evaluado en los centros (i y po:

—244)2
{)\(152) = 0.0667 + A, (1) + A, exp (—%) = 0.30
4050

A(244) = 0.0667 + A, exp (—M> + A,(1) = 0.30

Evaluando los términos exponenciales:

A, +0.0094, = 0.2333
0.1234, + A, = 0.2333

Al resolver este sistema, obtenemos los valores de las amplitudes: A; = 0.2314 y A, =
0.2048. Sustituyendo todos los coeficientes, la funcién de intensidad es:

(t —152)2

=0. .2314 —
A(t) = 0.0667 + 0.23 exp( 1050

(t— 244)2>

) + 0.2048 exp (— 1300

(7.5.2)

Funcién de Intensidad Diaria A(t) para los Cortes de Energia en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas

A

0.35

= Funcién de Intensidad A(t)
Temporada de Calor

0.30 1 B Canicula (Transicién)

Temporada de Tormentas

Estabilidad Invernal

0.25

Tasa de Interrupciones (Cortes / Dia)

o
o
o

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
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Figura 7.1.: Funcién de intensidad diaria de fallas eléctricas A(¢). El drea sombreada bajo
la curva representa las temporadas climaticas del ano: temporada de calor

en naranja (dfas 62 a 196), canicula en purpura (dias 196 a 227), temporada
de tormentas en azul (dias 227 a 304) y estabilidad invernal en gris.

Como se aprecia en la Figura 7.1, el drea bajo la curva de la funcién de intensidad A(¢)
se divide en cuatro regiones climéticas fundamentales para reflejar el comportamiento
térmico de Tuxtla Gutiérrez:

» Estabilidad Invernal (Area Gris, Dias 0 <t <62y 304 <t < 366): Abarca
desde el 1 de enero hasta principios de marzo, y del 1 de noviembre al 31 de
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diciembre. Representa el periodo de menor demanda térmica y mayor estabilidad
operacional de la red eléctrica, donde la intensidad responde tnicamente a la tasa
base de fallas accidentales o mantenimientos de la red (\,,,. = 0.0667).

» Temporada de Calor y Estiaje (Area Naranja, Dias 62 <t < 196): Com-
prende del 2 de marzo al 15 de julio, alcanzando su pico méaximo en ¢t = 152 (1 de
junio). En este periodo, las temperaturas extremas provocan la saturacién de los
transformadores por el uso intensivo de aire acondicionado.

= La Canicula (Area Purpura, Dias 196 < t < 227): Abarca aproximadamente 30
dias, desde el 15 de julio hasta el 15 de agosto. Corresponde a la zona de transicion
e interseccién entre ambas campanas gaussianas. Este fenémeno meteoroldgico se
caracteriza por una disminuciéon temporal de las precipitaciones y un repunte del
calor extremo a mitad del verano, lo que somete al sistema eléctrico a un estrés
continuo antes de la llegada de las tormentas severas.

= Temporada de Tormentas y Ciclones (Area Azul, Dias 227 < ¢t < 304):
Comprende del 15 de agosto al 31 de octubre, con su punto critico centrado en
t = 244 (1 de septiembre). Representa la méxima incidencia de precipitacién y
eventos meteoroldgicos extremos capaces de derribar lineas de alta tension.

7.6. Validacion del Modelo y Analisis de la Anomalia de Enero

Por los fundamentos de los Procesos de Poisson No Homogéneos, el niimero esperado
de cortes en cualquier intervalo (t;,t,] estd determinado por la integral definida de su
funcién de intensidad:

E[N(t,,4,)] = / Nt (7.6.1)

1

Para validar la consistencia analitica de nuestra funciéon A(t), particionamos el ano de
366 dias (considerando que el aino 2024 fue bisiesto, por lo que febrero aporta 29 dias
al dominio) en 12 subintervalos correspondientes a los dias acumulados de cada mes.
Al resolver numéricamente sus respectivas integrales mediante cuadratura gaussiana,
contrastamos el area tedrica bajo la curva contra los objetivos empiricos de la CFE:

Tabla 7.4.: Validacion de los Valores Esperados Teoricos vs. Datos Empiricos de la CFE

2024.
Intervalo de Objetivo Empirico Esperanza calculada
Mes Integracién [t;_;,t;] (CFE) E[V]
Enero [0, 31] 7 2.15
Febrero [31,60] 2 2.37
Marzo [60,91] 3 3.82
Abril [91,121] 3 6.12
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Intervalo de Objetivo Empirico Esperanza calculada

Mes Integracién [t;_;,t;] (CFE) E[V]
Mayo [121, 152] 6 8.73
Junio [152,182] 9 8.74
Julio 182, 213] 7 8.39
Agosto [213, 244] 8 9.20
Septiembre [244, 274] 9 7.70
Octubre [274, 305] 4 4.27
Noviembre [305, 335] 2 2.31
Diciembre (335, 366] 4 2.09

La suma acumulada de las 12 integrales arroja un total de 65.90 cortes esperados a lo
largo del ano. Este resultado demuestra una congruencia matemética robusta frente a los
64 cortes tedricos calculados inicialmente. La diferencia de +2 cortes anuales funciona
como un margen de seguridad metodolégico, garantizando que el modelo numérico no
subestime el estrés real sobre la red de frio.

Finalmente, es importante destacar la inexactitud observada exclusivamente en el mes de
Enero (7 cortes empiricos frente a los 2.15 esperados por la integral). Dado que enero es
un periodo climatolégicamente estable (sin huracanes ni olas de calor), esta desviacion es
originada muy probablemente por mantenimientos extraordinarios o contingencias locales
impredecibles ocurridas especificamente a inicios del ano 2024.

7.7. Distribucion Log-Normal de las Duraciones de las Fallas
eléctricas

Una vez modelada la frecuencia con la que ocurren las interrupciones eléctricas mediante
el Proceso de Poisson, el siguiente componente critico es determinar la duracién exacta
de cada apagén (D). En teoria de probabilidad aplicada a la ingenierfa de confiabilidad,
el tiempo de reparacion o restablecimiento de un sistema no sigue a una distribucién
normal estandar.

La duracién de una falla eléctrica es una variable aleatoria continua que presenta las
siguientes dos caracteristicas principales:

1. Dominio estrictamente positivo: El tiempo de interrupcién no puede tomar
valores negativos (D > 0).

2. Asimetria positiva (Cola pesada hacia la derecha): La inmensa mayoria de
las fallas locales se resuelven en pocas horas (e.g., restablecimiento de fusibles o
reconexiones de subestacion), pero existe una probabilidad baja de eventos atipicos
severos cuya reparacién demora dias enteros (e.g., explosion de transformadores o
colapso de torres por huracanes).
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Debido a que una distribucién Normal clasica asignaria probabilidad a tiempos negativos
y subestimaria el riesgo de cortes prolongados, la literatura establece que las duraciones
de las interrupciones eléctricas se modelan mediante una Distribucién Log-normal
(Brown y McDonald 2007; Billinton y Allan 1996):

D ~ LogNormal(p, 0?) (7.7.1)

Para calibrar el parametro p (media de los logaritmos) y el pardmetro o (desviacién
estdndar de los logaritmos) para cada temporada, es necesario utilizar los indicadores de
la CFE.

7.7.1. Desglose Mensual de Horas de Interrupcion

De acuerdo con el registro histérico municipal consolidado para el afo 2024, la duracién
promedio de un corte en Tuxtla Gutiérrez fue de 2.39 horas por corte Tabla 7.1.
Sabiendo que el factor de escala espacial redujo el riesgo de la unidad de salud a un
promedio de 64 cortes al ano, podemos calcular la cantidad total de tiempo que el
refrigerador clinico experimentara desabasto eléctrico a lo largo de todo el afio:

Horas Totales Anuales = 64 cortes/ano x 2.39 horas/corte = 152.96 horas

Para distribuir estas 152.96 horas a lo largo de los 12 meses del afio, respetando la
intensidad de dano a la infraestructura propia de cada época del ano, utilizamos el
indicador de duracién acumulada SAIDI del Informe Anual de la CFE 2024 Tabla 7.2.

El primer paso consiste en calcular la diferencia marginal (ASAIDI;, = SAIDI,—SAIDI, ;)
para obtener el peso de cada mes individual. Posteriormente, aplicamos una regla de 3
simple: asumiendo que el valor total del SAIDI acumulado total (10.812 horas) representa
el 100 % de la afectaciéon anual (equivalente a nuestras 152.96 horas proyectadas), entonces
el incremento de cualquier mes ¢ representara una fraccién directamente proporcional
de horas de corte para el centro de almacenamiento. Analiticamente, la ecuacion de
asignacién es:

ASAIDI,

Horas del Mes; = (
SAIDL, ;.

) x Horas Totales Anuales

Sustituyendo los valores de nuestro escenario (SAIDI,,,; = 10.812 y Horas Totales =
152.96), el modelo de asignacién mensual queda como:

ASAIDI,

Horas del Mes; = ( 10312

) x 152.96
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Finalmente, para conocer la duracién media esperada de un corte individual en un mes es-
pecifico (E;), se divide el nimero de horas asignadas a dicho mes entre la cantidad de cortes
de ese mes calculados previamente en la Tabla 7.3. Es decir, E; = Horas del Mes, /Cortes;.
Al hacer estos célculos se obtienen los siguientes resultados:

Tabla 7.5.: Estimacion de la duraciéon promedio mensual por corte a partir de los indica-
dores SAIDI 2024.

Duracién
Acumulada
de las Inte- Duraciéon
SAIDI rrupciones Cortes del ~ Promedio E;

Mes Acumulado A SAIDI en el Mes Mes (Horas)
Enero 0.998 0.998 14.12 7 2.017
Febrero 1.110 0.112 1.58 2 0.790
Marzo 1.285 0.175 2.48 3 0.827
Abril 2.793 1.508 21.33 3 7.110
Mayo 4.120 1.327 18.77 6 3.128
Junio 5.774 1.654 23.40 9 2.600
Julio 6.557 0.783 11.08 7 1.583
Agosto 7.905 1.348 19.07 8 2.384
Septiem- 8.592 0.687 9.72 9 1.080
bre
Octubre 9.063 0.471 6.66 4 1.665
Noviem- 9.314 0.251 3.55 2 1.775
bre
Diciembre 10.812 1.498 21.19 4 5.298

7.7.2. Calculo de Medias y Varianzas por Temporada Climatica

Para integrar con precision la duracion de los cortes dentro de los regimenes estacionales
de la EDE, es necesario agrupar los datos mensuales de la Tabla 7.5 en las tres temporadas
climaticas previamente delimitadas en el andlisis del Proceso de Poisson. La conformacién
dichos grupos se debe a las siguientes razones termodinamicas:

1. Temporada de Calor (Abril a Julio): Agrupa el periodo de maximo estiaje y
temperaturas extremas, culminando en la canicula. Durante este cuatrimestre, la
saturacion térmica de los equipos de distribucién eléctrica es maxima.

2. Temporada de Lluvias (Agosto a Octubre): Concentra el periodo critico de
huracanes y tormentas, caracterizado por danos mecanicos sobre la red eléctrica.

3. Estabilidad Invernal (Enero a Marzo, Noviembre y Diciembre): Meses de
baja exigencia térmica ambiental, donde los apagones ocurren mayoritariamente a
factores de mantenimiento.
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Realizar un promedio aritmético simple de las duraciones F; entre los meses de cada
temporada introduciria un sesgo grave, ya que asignaria el mismo peso a un mes con 9
cortes que a uno con solo 2 cortes. Para garantizar la rigurosidad estadistica, se calcula la
media empirica (E[D]) y la varianza empirica (V[D]) mediante un modelo de estadistica
descriptiva ponderada, donde el peso de cada mes (w,) estd dado por su frecuencia de
cortes (w; = Cortes;).

Asi, las formulaciones para la esperanza y la varianza ponderada estan dadas por:

_ Horas Acumuladas de la Temporada

z”: w; E;
E[D] = =

= = 7.7.2
z": . Cortes Totales de la Temporada ( )
i=1

> wilB; —E[D))?
V[D] = =L (7.7.3)

mn
D wi
i=1

Al sustituir los valores de los meses correspondientes en las Ecuacién 7.7.2 y Ecuacion 7.7.3,
se obtienen los siguientes resultados para cada temporada:

» Temporada de Calor (Abr, May, Jun, Jul): Acumula un total de 25 cortes y
74.58 horas de interrupcién, arrojando una duracién media alta de E[D] = 2.983
horas y una varianza considerable de V[D] = 2.651, esto se debe a las anomalias de
colapso de red registradas durante las olas de calor primaverales.

» Temporada de Lluvias (Ago, Sep, Oct): Acumula 21 cortes pero inicamente
35.45 horas de interrupcién. Esto nos da una media notablemente mas baja de
E[D] = 1.688 horas y una varianza muy estable de V[D] = 0.343, indicando que las
fallas por lluvia son frecuentes pero suelen ser restablecidas con rapidez.

» Estabilidad Invernal (Ene, Feb, Mar, Nov, Dic): Acumula 18 cortes y 42.92
horas de interrupcién. Su duracién media es de E[D] = 2.384 horas con una varianza
alta de V[D] = 2.667, provocada por mantenimientos atipicos observados en los
bordes del afio (especialmente en enero y diciembre).

7.7.3. Transformacion Algebraica a Parametros Log-Normales
Una vez conocidas las medias (E[D]) y varianzas (V[D]), estas deben transformarse hacia
los parametros p y o que conforman la funciéon de distribucién Log-normal.

La teoria de la probabilidad nos dice que la esperanza y la varianza de una variable con
distribucién Log-normal dependen de sus parametros a través del siguiente sistema de
ecuaciones no lineales:
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2
V[D] = [exp(0?) — 1] exp(2u + 0?)

E[D] = exp (u + JZ)

Sustituyendo la primera ecuacién en la segunda, la varianza puede reescribirse como
V[D] = (E[D])? [exp(c?) — 1]. A partir de esta simplificacién, se despeja el sistema para
obtener las formulas inversas de calibracion:

_ VD]
o= \/1 (1 + ([E[D])2> (7.7.4)

w=1In(E[D]) — 0—2 =In ( (E[D)? ) (7.7.5)

Al sustituir las medias y varianzas empiricas de cada temporada en las ecuaciones
anteriores, obtenemos los parametros exactos de la distribucién Log-normal que modelara
la duracién de las fallas eléctricas en cada temporada:

Tabla 7.6.: Pardmetros finales de la distribucién Log-normal por temporada climatica.

Tempora- Meses que Media Varianza

da integran lo Ponderada Ponderada

Climética Integran E[D] V[D] Pardmetro . Pardmetro o
Estabili- Ene, Feb, 2.384 2.667 0.6766 0.6202
dad Mar, Nov,

(In- Dic

vierno)

Calor Abr, May, 2.983 2.651 0.9627 0.5106
(Estiaje Jun, Jul

y Cani-

cula)

Lluvias Ago, Sep, 1.688 0.343 0.4668 0.3372
(Tor- Oct

mentas)

7.7.4. Visualizacién de las Densidades de Probabilidad (PDF)

Para comprender fisicamente el comportamiento de los apagones en cada época del afio,
es fundamental analizar la Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF, por sus siglas en

77



inglés) de las tres distribuciones calibradas anteriormente. Matematicamente, la funcién
de densidad para una variable aleatoria D con distribucién Log-normal se define como:

flz;p, o) = exp (_(lnm—,u)z) , paraz >0 (7.7.6)

xoV 2w 202

Donde x representa la duracién del corte eléctrico en horas, y el area bajo la curva en
un intervalo [a, b] representa la probabilidad exacta de que un apagén dure entre a y b
horas.

A continuacién, se grafican las densidades de probabilidad para cada temporada climéatica,
utilizando los pardmetros p y o deducidos en la Tabla 7.6. Para facilitar la comparacion
visual del riesgo, todas las graficas se evalian en una ventana de observacion de 0 a 12
horas.

o Distribucion Log-normal: Estabilidad Invernal

U=0.6766
0=0.6202

o o o
i ()} o

Densidad de Probabilidad f(x; u, 0)
o
N

0.0 v v v : r
0 2 4 6 8 10 12
Duracién del corte eléctrico (D, en horas)

Figura 7.2.: Funcién de densidad de probabilidad Log-normal para la Temporada de
Estabilidad (Invierno). Su distribucién muestra una dispersién considerable
(0 = 0.6202), lo que refleja una mezcla de cortes breves y mantenimientos
atipicos prolongados.

7.8. Planteamiento del Modelo

En la literatura de ingenieria térmica y control automaético, la evolucion de la temperatura
dentro de una cédmara frigorifica suele modelarse mediante Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas de “caja gris” (Grey-box SDEs). Al formular el balance termodindmico del
gabinete a partir de la ley de enfriamiento de Newton (Vollmer 2009) e incorporar un
término de difusion continua para absorber las fluctuaciones térmicas no medidas, se
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Distribucién Log-normal: Temporada de Calor
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Funcién de densidad de probabilidad Log-normal para la Temporada de

Calor. Presenta el mayor desplazamiento hacia la derecha (u = 0.9627)
y una “cola pesada”, advirtiendo que los cortes por saturacién térmica de
transformadores tienen una alta probabilidad de prolongarse por varias horas,
representando el mayor peligro para la red de frio.

Distribucién Log-normal: Temporada de Tormentas
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Tormentas (Lluvias). Exhibe un pico muy pronunciado al inicio y una cola
corta (0 = 0.3371), lo que indica que, aunque los cortes por lluvia son
frecuentes, la CFE logra restablecer el servicio rapidamente en la gran
mayoria de los casos.
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obtiene de manera natural el proceso clésico de Ornstein-Uhlenbeck (Definicién 4.20;
Ecuacién 4.5.3) (Karlin y Taylor 1998; Arnold 1974). Este enfoque continuo ha sido
validado exitosamente para la identificacién y el control predictivo de unidades de
refrigeracién domésticas y comerciales en trabajos como el de (Costanzo et al. 2013).

Sin embargo, para caracterizar el riesgo operativo de la cadena de frio en Tuxtla Gutiérrez,
Chiapas, una difusién continua cldsica resulta insuficiente. Si bien el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck (Ecuacién 4.5.3) describe con precisién la fuerza de reversién lineal hacia la
temperatura del termostato y el ruido térmico interno mediante el movimiento Browniano
estandar W (t) (Definicién 4.7), la continuidad de sus trayectorias impide representar dos
fenémenos fisicos que dominan la operacion real de una clinica de vacunacién (Capitulo 6):
los cambios estructurales abruptos en el régimen de transferencia de calor cuando se
interrumpe la energia eléctrica y las inyecciones instantaneas de aire caliente cada vez
que se abre la puerta del refrigerador.

Por este motivo, en la presente investigacién se extiende la ecuacion diferencial esto-
castica de Ornstein-Uhlenbeck hacia la arquitectura de una Ecuacién Diferencial
Estocastica Hibrida con Cambios de Régimen de Markov y Saltos de Poisson
(Definicién 4.22), acoplando dos mecanismos estocésticos adicionales:

1. Cambio de Régimen de Markov (regime-switching): El estado del sumi-
nistro eléctrico se modela mediante una cadena de Markov a tiempo continuo
{a(t)},>¢ (Definicién 4.11) con espacio de estados M = {1,2}, cuyas transiciones
estan determinadas por el Proceso de Poisson No Homogéneo de fallas de la CFE
A(t) calibrado en la Seccién 7.5 (Ecuacion 7.5.2) y las duraciones Log-Normales
estacionales de la Seccién 7.7 (Tabla 7.6). Este cambio de régimen actia como un
interruptor fisico en la ecuacién diferencial estocastica: cuando ocurren fallas en la
red eléctrica, el sistema pasa de un régimen de conveccién forzada impulsado por el
compresor (a(t) = 1, enfriamiento activo) hacia un régimen de convecciéon natural
pasiva (a(t) = 2, calentamiento inercial), donde la temperatura ambiente exterior
T...,(t) pasa a ser el nuevo atractor térmico del sistema.

2. Perturbaciones discretas mediante un Proceso de Poisson Compuesto:

Para capturar la interaccion del personal médico durante la jornada laboral, se
N (t)
puerta

incorpora un proceso de Poisson compuesto J(t) = Z 7v; Definicién 4.10.
i=1
En esta formulacion, {N,,c,¢4(t)}i>0 €s un Proceso de Poisson No Homogéneo

(Definicién 4.9) que contabiliza las aperturas de la puerta del equipo por parte del
personal médico de forma independiente al movimiento Browniano W (t), mientras
que las variables aleatorias {7, },c cuantifican la magnitud de cada choque térmico.
Anadir el diferencial dJ(t) a la dindmica continua permite modelar cémo el ingreso
repentino de calor exterior desplaza instantdneamente la temperatura interna (como
se ilustré en la Figura 4.3) antes de que la accién del termostato logre restablecer
el equilibrio.
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7.9. Calibracion de la Ecuacion Diferencial Estocastica (EDE)

Retomando la formulacién tedrica del modelo termodindmico hibrido (Ecuacién 4.9.1)
cuya existencia, unicidad de la soluciéon fuerte y acotamiento en segundo momento
quedaron demostrados mediante el Teorema 4.9 y Seccién 4.10, procedemos a expresar la
ecuacion diferencial estocéstica en su forma operativa sobre un horizonte anual [0, T'):

AT (t) = {mon (O, —T(t))dt + 0, dW(t)+dJ(t) sia(t)=1 (Con energia) 0<i<T.

Kof f(Lamp(t) = T(t))dt + o, dW (1) si a(t) = 2 (Corte de luz) ’

(7.9.1)

Como se observa en el segundo régimen («(t) = 2) de la Ecuacién 7.9.1, el término de
saltos discretos dJ(t) se anula durante un corte de suministro eléctrico. Esto responde a
los protocolos normativos de operacién en las clinicas de salud (Organizacién Mundial de
la Salud 2015): ante un apagon, el personal médico tiene prohibido abrir el refrigerador
con el fin de preservar la inercia térmica de los paquetes frios y botellas de agua, haciendo
que la evolucién térmica dependa exclusivamente de la transferencia pasiva de calor hacia
el ambiente exterior.

Vinculando los elementos de la Ecuacién 7.9.1 con las definiciones matematicas del marco
tedrico, cada componente del sistema representa fisica y matematicamente lo siguiente:

» T'(t): El proceso estocastico continuo por la derecha con limites por la izquierda
(cadlag, Definicién 4.4) que describe la temperatura interna del refrigerador en el
instante ¢ (°C).

» a(t) € {1,2}: El estado de la cadena de Markov a tiempo continuo (Definicién 4.11)
que indica la presencia («(t) = 1) o ausencia (a(t) = 2) de suministro eléctrico en
la unidad médica.

» 0., El nivel de equilibrio termostatico o temperatura de consigna configurada en
el equipo (°C).

» T,,.»(t): La funcién determinista continua y acotada que describe la temperatura
ambiente exterior en la ciudad de Tuxtla Gutiérrez (°C).

= r,,: La tasa de reversién a la media o velocidad de enfriamiento activo (hr '),
determinada por la potencia de abatimiento térmico del compresor cuando hay
energia eléctrica.

" Korpt La tasa de pérdida térmica pasiva hacia el exterior durante un apagon (hr_l),
determinada por el coeficiente global de aislamiento y el revestimiento térmico del
gabinete.

» 0,,: El coeficiente de difusién o volatilidad térmica activa (°C - hr !/ ?), originado
por los ciclos del compresor y la turbulencia del aire interno cuando los ventiladores

operan en conveccién forzada.
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= 0,s¢t El coeficiente de difusién o volatilidad térmica pasiva (°C - hr=Y/ %) durante un
corte eléctrico, cuando el aire interno transita a un estado de conveccién natural
estatica.

» dW(t): El incremento infinitesimal del movimiento Browniano estandar (Defini-
cién 4.7), el cual modela las fluctuaciones térmicas continuas con media nula y
varianza dt.

» dJ(t): El incremento infinitesimal del Proceso de Poisson Compuesto (Defini-
cién 4.10) que introduce las discontinuidades de calor al sistema durante el horario
laboral.

* Nyyerta(t): El Proceso de Poisson No Homogéneo (Definicién 4.9) que contabiliza el
numero de aperturas de puerta realizadas por el personal clinico hasta el tiempo t.

= ~,: La variable aleatoria que cuantifica la magnitud del salto térmico instantdneo
(°C) provocado por la infiltracién de aire célido en la i-ésima apertura de puerta.

Para garantizar el rigor fisico de la simulacion, los coeficientes termodindmicos se dedujeron
a partir de las especificaciones técnicas del refrigerador institucional Haier HBC-150. De
acuerdo con el catdlogo oficial Performance, Quality and Safety (PQS) de la Organizacion
Mundial de la Salud (OMS) (Organizacién Mundial de la Salud 2024, 89-90), este equipo
cuenta con certificacion de proteccién Grado A y estd disefiado especificamente para
preservar la red de frio en zonas con condiciones climaticas severas.

Con el propésito de aproximar de manera precisa el comportamiento de este equipo bajo
los rigurosos estandares operativos de la OMS, cada coeficiente de la Ecuacion 7.9.1 se
calculé a partir de las leyes fisicas de transferencia de calor y la mecanica de fluidos.

A continuacién, se detalla el cilculo de cada pardmetro de la Ecuacién 7.9.1 basdndose
en las pruebas estandarizadas de este equipo.

7.9.1. Régimen 1: Operaciéon Normal (a(t) = 1)

Este estado ocurre cuando hay suministro eléctrico. El compresor y los ventiladores del
equipo funcionan activamente para llevar y mantener la temperatura interna hacia su
nivel ideal.

» Temperatura de Consigna (f,.,): Se establece en 5°C. Esta eleccién no es
arbitraria; representa exactamente el punto medio del rango normativo de seguridad
de la OMS (2°C a 8°C). Al centrar el termostato en 5°C, el modelo adquiere un
margen simétrico de seguridad de 3°C hacia arriba (evitando la degradacién por
calor) y 3°C hacia abajo (evitando la destruccién de la vacuna por congelamiento).

» Velocidad de Enfriamiento (x,,): Este pardmetro mide la rapidez con la que
el motor abate el calor. Sus unidades son hr ' (tasas de cambio por hora). Para
calcularlo, recurrimos a la Ley de Enfriamiento de Newton (Vollmer 2009), la cual
establece que la temperatura en el tiempo ¢ sigue una trayectoria exponencial:
T(t) = 0, + (T, — 0., )e "'. El protocolo de la OMS dicta un Pull-down time
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HAIER HBC-150 ;nn%
Vaccine Refrigerator

Figura 7.5.: Refrigerador institucional para vacunas Haier HBC-150. Este equipo tipo
cofre cuenta con certificacién PQS de la OMS y masa térmica incorporada
para mantener la red de frio estable durante fallas prolongadas del suministro
eléctrico.
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(tiempo de abatimiento) de 22 horas para que el equipo logre bajar desde un calor
ambiental extremo de 43°C hasta entrar a la zona segura de 8°C. Sustituyendo
estos valores y nuestro objetivo de 5°C, obtenemos:

8 =5+ (43 — 5)e Fon(22)

Al despejar la ecuacion (ln (%) = —22/<aon), el resultado es ,, ~ 0.1154 hr .

Volatilidad y Ruido del Compresor (o,,): El motor del refrigerador no enfria
de manera perfecta; se enciende y se apaga constantemente, generando turbulencias.
Dado que la solucién analitica de un Proceso de Ornstein-Uhlenbeck sigue una
distribuciéon Normal (Ecuacién 4.5.6), podemos usar la “regla empirica” de la
estadistica para acotar este ruido. Para asegurar con un 99.7 % de confianza que
estas fluctuaciones naturales no rompan nuestro margen de seguridad de +3°C,
requerimos que tres desviaciones estandar abarquen exactamente esos tres grados
(3 x SD = 3°C), lo que implica una desviacién estdndar de SD = 1°C.

La varianza de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck clasico depende del tiempo ¢
(Ecuacién 4.5.5). Sin embargo, dado que el refrigerador opera de manera continua
durante bastante tiempo, la inercia inicial se desvanece y el sistema alcanza un
estado estacionario (el limite cuando ¢ — 00). Sustituyendo en la férmula asintética

de la desviacién estandar (S D= ‘;’: ):

on

l=——2on s 5 =+/0.2308 ~ 0.4804
2(0.1154)

Régimen 2: Falla Eléctrica («(t) = 2)

Este estado se activa cuando el Proceso de Poisson registra un apagoén. El motor se
detiene, y la dindmica del sistema pasa a depender exclusivamente del aislamiento térmico
del refrigerador frente al clima exterior.

» Temperatura Exterior (7,,,,(t)): La temperatura ambiente actia como el
atractor del sistema. Dado que en Tuxtla Gutiérrez el calor oscila dristicamente
a lo largo del dia, esta variable se modela computacionalmente como una funcién
senoidal que alcanza su pico maximo a las 15:00 hrs. Para nuestra calibracién
analitica del peor escenario (estiaje), evaluamos este atractor en un maximo absoluto
de 43°C. En este escenario, el término (7,,,, — T'(t)) se vuelve enorme y genera un
calentamiento fuertemente acelerado.

Velocidad de Pérdida Térmica (r,;;): Representa la lentitud con la que el

calor exterior logra penetrar el equipo. Se mide en hr !, En el manual de la OMS
(Organizacién Mundial de la Salud 2024, 89-90), el equipo Haier HBC-150 reporta
un Hold-over time (tiempo de autonomia) de 60 horas con 50 minutos (60.833
horas). Fisicamente, esto significa que gracias a la enorme masa de hielo y agua en
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su interior, el equipo puede resistir rodeado de un calor de 43°C durante casi 61
horas antes de que su temperatura suba desde los 5°C ideales hasta el umbral de
fallo normativo (10°C en las pruebas de autonomia de la OMS). Usando nuevamente
la Ley de Enfriamiento de Newton (Vollmer 2009) hacia el atractor externo:

10 = 43 + (5 — 43) e Foss(60-833)

Al despejar la ecuacion (ln(%):—60.833/<;0ff), el resultado es r,pp =~
0.00232 hr .

La enorme diferencia de magnitud entre #,,, (rdpido) y k¢ (muy lento) comprueba
matematicamente la alta efectividad térmica de los paquetes refrigerantes.

» Volatilidad Externa (o, ¥ f): Al cortarse la electricidad y apagarse los ventiladores,
el aire interior deja de mezclarse a la fuerza (conveccion forzada) y pasa a un estado
de reposo (conveccién natural estética). Segun la mecanica de fluidos, esta ausencia
de turbulencia reduce las variaciones aleatorias en un orden de magnitud. Por ello,
la volatilidad térmica sin energia se calcula como la décima parte de la volatilidad

P _ Oon ~ 0.4804
activa: o,pp = T0 ~ 0 R 0.048.

7.9.3. Perturbaciones Discretas: Apertura de Puertas (N, (1))

De acuerdo con las normativas internacionales de manejo de la red de frio, la manipulaciéon
de los equipos de refrigeracién debe limitarse estrictamente a los dias habiles (de lunes a
viernes). Durante estas jornadas, el refrigerador debe abrirse idealmente un méximo de
dos veces: una apertura rutinaria matutina (tipicamente a las 8:00 hrs) para extraer los
biolégicos necesarios para el turno, y una apertura vespertina destinada a resguardar los
sobrantes. Por el contrario, durante los fines de semana y dias festivos, la unidad debe
permanecer completamente sellada para maximizar la preservacién de la inercia térmica,
anulando por completo la inyecciéon de calor exterior generada por el personal médico.

Dado que la apertura de las 8:00 hrs es un evento operativo determinista y predecible, la
aleatoriedad del sistema recae en el resto de la jornada, condicionada por la variabilidad
de la demanda clinica. Para aproximar el modelo matemaético a la realidad, aislar el
factor humano y evaluar la resiliencia termodinamica del equipo frente a fallas eléctricas,
el Proceso de Poisson (Definicién 4.8 ; Definicién 4.9) se segmenta en tres escenarios de
simulacion. Cada escenario persigue un objetivo analitico particular, definiendo tasas de
intensidad () dependientes del tiempo:

» Escenario A (Control Absoluto): Disenado como linea base para evaluar la
eficiencia térmica pura del equipo, respondiendo a la pregunta de cuanto tiempo el
refrigerador es capaz de mantener la cadena de frio sin intervencion humana. Simula
dias de inactividad clinica, como fines de semana o dias festivos, con lo cual la
intensidad del proceso de Poisson es nula en todo momento (A = 0). Las variaciones
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de la temperatura interna dependen exclusivamente de los cortes eléctricos y la
temperatura ambiente exterior.

» Escenario B (Apego Normativo): Su objetivo es establecer el margen de
seguridad del equipo operando bajo un entorno clinico ideal. Respeta la tnica
apertura extra permitida por la norma para resguardar biolégicos sobrantes. Esta
perturbacién se modela como un Proceso de Poisson con una intensidad de 1
evento/dia. Operativamente, esta tarea se realiza al final de la jornada de consulta.
Al distribuir esta probabilidad en un horario vespertino de 2 horas (de 15:00 a
17:00 hrs), la intensidad local se calcula como:

1 evento

A = 0.5 eventos/hora

tarde 2 horas

Fuera de este horario, la intensidad del proceso es estrictamente cero.

» Escenario C (Estrés Operativo y Contingencia): Busca cuantificar la vul-
nerabilidad del sistema ante situaciones de crisis, analizando cémo el exceso de
aperturas agota el “colchén térmico” de la unidad dejandola indefensa si ocurre un
apagén. Modela la saturacién clinica donde la demanda sobrepasa la capacidad de
los termos auxiliares de las enfermeras, obligando a realizar “viajes de resurtido”
al refrigerador principal. Con base en los cercos epidemiolégicos registrados en
Chiapas durante 2025, el volumen de aplicacién super6 las 415,000 dosis mensuales,
triplicando el consumo regular (aprox. 130,000 dosis). Al escalar operativamente
este incremento, la necesidad de extraccién matutina se triplica (1 apertura fija a las
8:00 hrs + 2 aperturas de resurtido). El retorno vespertino se mantiene normativo
(1 apertura si es que sobran vacunas para resguardar nuevamente). Esto divide el
proceso en dos ventanas activas:

1. Ventana Matutina (Resurtido): Se esperan 2 eventos distribuidos de 09:00 a

14:00 hrs. ) .
Mnaana = % = 0.4 eventos/hora
2. Ventana Vespertina (Sobrantes): Se mantiene en 0.5 eventos/hora de 15:00 a
17:00 hrs.

Fuera de estos horarios, la intensidad del proceso es estrictamente cero.

7.9.4. Impacto de la Apertura y Salto Térmico (7;)

Al tratarse de un equipo tipo cofre (Icelined Refrigerator), la pérdida térmica por
conveccién forzada es fisicamente menor que en equipos verticales, ya que el aire frio es
més denso y tiende a permanecer en el fondo. Sin embargo, el ingreso de aire caliente
es inevitable y su magnitud no es una constante; depende del tiempo que la puerta
permanezca abierta y de la correcta disposicion del balasto térmico (botellas de agua).

Para modelar rigurosamente este choque térmico, nos basamos en los estudios experi-
mentales del National Institute of Standards and Technology (NIST) (Chojnacky et al.
2010). En sus pruebas de uso clinico, el NIST demostr6 que:
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1. En el mejor escenario (aperturas rapidas con botellas de agua como barrera), el
incremento de temperatura en la vacuna es minimo, limitandose a 0.16°C.

2. En un escenario de descuido o falta de balasto térmico, el ingreso de calor genera
un incremento adicional de 1.2°C, resultando en un choque méximo esperado de
1.36°C (0.16 + 1.2).

Dado que en la practica clinica intervienen multiples factores humanos aleatorios e
independientes, el Teorema del Limite Central justifica modelar la magnitud del salto ~;
como una variable aleatoria con distribucién Normal (N (u,0?)).

La media esperada (u) se calcula como el punto medio entre los limites operativos del

NIST:
016+ 1.36

5 =0.76°C

Para determinar la varianza, aplicamos la regla empirica (regla de las tres sigmas),
asumiendo que el 99.7% de los eventos clinicos caeran dentro de los limites fisicos
observados. Igualando la distancia desde la media hasta el extremo superior con 30:

30 =136—-0.76 =0.60 = o0 =0.20°C

Restricciéon Termodindmica (Filtro de Truncamiento): Las colas de una distribu-
ciéon Normal estandar se extienden hasta menos infinito. En el contexto fisico, un valor de
v; < 0 implicaria que al abrir la puerta el refrigerador absorbe frio del exterior célido, lo
cual viola la Segunda Ley de la Termodindmica. Asimismo, el estudio del NIST establece
que el ingreso minimo absoluto de calor es de 0.16°C.

Para garantizar la viabilidad fisica del proceso estocéastico durante las simulaciones
de Monte Carlo, la variable aleatoria v; se define como una distribucién truncada
inferiormente, aplicando un filtro de maximizacién:

7v; = méx(0.16, X) donde X ~ N(0.76,0.202) (7.9.2)

De esta forma, la Ecuacién Diferencial Estocastica absorbe la variabilidad operativa del
personal médico sin riesgo a arrojar perturbaciones termodindmicamente imposibles.

7.10. Cinética de Degradacion Térmica (Ecuacion de
Arrhenius)

La Ecuacién Diferencial Estocastica calibrada anteriormente permite simular la trayec-
toria térmica interna del refrigerador, T'(¢). Para traducir estas variaciones térmicas en
pérdida de viabilidad del biolégico (particularmente en vacunas vivas atenuadas como Sa-
rampion o Poliomielitis), retomamos el modelo cinético de primer orden (Ecuacién 6.2.1)
y la Ecuacién de Arrhenius (Definicién 6.1 y Ecuacién 6.2.2) establecidos en la
Seccién 6.2:
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KTy () = Aexp (—R%{(t)) . (7.10.1)

Para nuestro estudio de caso, los parametros fisicoquimicos de la Ecuacién 7.10.1 se
calibran de la siguiente manera:

» k(Tk(t)): La constante de velocidad de degradacién térmica en el instante ¢, expre-
sada en s71.

» Tk (t): La temperatura interna del fluido convertida a escala absoluta (grados
Kelvin), calculada como T'(t) + 273.15.

» R: La Constante Universal de los Gases, con un valor fijo de 8.314.J/(mol - K).

» F,: La Energia de Activacién, calibrada en 85,000J/mol (85 kJ/mol). Representa
la barrera energética minima que las moléculas del antigeno deben superar para
iniciar el proceso irreversible de ruptura estructural.

» A: El Factor Preexponencial (o factor de frecuencia), ajustado a un valor empirico de
1.2 x 103 s7!. Este pardmetro asegura que la tasa de degradacién sea practicamente
nula cuando el equipo opera correctamente dentro de la red de frio (2°C a 8°C),
pero que escale de forma severa ante una excursién térmica critica.

7.10.1. Modelo de Daiio Térmico Acumulado y Merma de Inventario

En la practica clinica normativa, las variaciones térmicas que oscilan dentro del rango
normativo (2°C a 8°C) se consideran tolerables y el dafio logistico ocurre exclusivamente
cuando se rompe la cadena de frio (T'(t) > 8°C). Como se fundament6 en la Seccién 6.2
y en la Seccién 6.3, integrando la tasa cinética condicionada por la funcién indicadora
Li7(t)>g-cy se define el Daflo Acumulado (DA) hasta el instante ¢ como:

t
DA(t) _/ k(T (s) - Lip(sy>s-cy ds-
0

De acuerdo con la discretizaciéon temporal deducida en la Ecuacién 6.2.3 junto con la
Ecuacién 6.3.1, para actualizar el estado del sistema en pasos discretos At dentro de
la Simulacién, el nimero de dosis destruidas (merma instantdnea) en cada subintervalo
se calcula multiplicando el inventario activo I(¢) por la fraccién de bioldgico degradada
AD,:

ne

Merma<tn> = I(tn)ADn = I<tn> (1 —exp [_k<TK(tn))At]> 1{T(tn)>8°C}'

De esta forma, en cada iteraciéon donde la temperatura rebasa los 8°C (tras superar el
periodo de inercia térmica del vial), el algoritmo descuenta las dosis inutilizables por
exposiciéon al calor, activando los protocolos de reabastecimiento cuando el inventario cae
por debajo del umbral critico de operacion.
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7.10.2. Exclusion del Riesgo por Congelamiento (7' < 2°C)

Es importante destacar que el modelo de dafio térmico propuesto se restringe exclusi-
vamente a cuando la temperatura interna del equipo es mayor que 8°C (T'(t) > 8°C).
Aunque el descenso de la temperatura por debajo de los 2°C (y especialmente hacia
el punto de congelacién a 0°C) representa un riesgo logistico critico que destruye la
viabilidad del biolégico debido a la cristalizacion del agua, este fenémeno se excluye de la
simulacién por tres motivos teéricos y practicos fundamentales:

1. Incompatibilidad Cinética: El dano por congelamiento obedece a un cambio
de fase fisico y estructural, no a una reaccién quimica progresiva. Por lo tanto, la
Ecuacién de Arrhenius carece de validez termodindmica para modelar este deterioro
continuo, imposibilitando su incorporacién bajo la misma Ecuacion Diferencial
Ordinaria.

2. Deriva Térmica del Entorno: La estructura matematica de la Ecuacién Diferen-
cial Estocastica formulada no posee fuerzas de deriva que empujen el sistema hacia
el sobreenfriamiento. Con suministro eléctrico, el equipo gravita hacia el termostato
(0, = 5°C). Durante un apagon, la temperatura interna tiende hacia el ambiente
célido exterior (7,,,,(t) > 5°C), mientras que las perturbaciones por apertura de
puertas (dJ(t)) tnicamente inyectan energia térmica positiva.

3. Arquitectura del Equipo: La simulaciéon asume un equipo tipo cofre precalificado
(Icelined Refrigerator). El disefio de estas unidades incorpora un revestimiento
estabilizador (balasto de agua/hielo) cuya funcién termodindmica es precisamente
absorber los picos de frio directo del compresor, protegiendo al biolégico de caidas
accidentales de temperatura.

Por consiguiente, bajo las condiciones operativas y climaticas simuladas, la probabilidad
de sobreenfriamiento se considera nula. El andlisis de vulnerabilidad del inventario queda
acotado al estrés por calor derivado de la interrupcion del suministro eléctrico.

7.11. Dinamica de Inventario y Demanda Clinica

Para evaluar la capacidad de la red de frio, el modelo termodinamico debe interactuar con
las variaciones operativas del inventario. La simulacién incorpora parametros logisticos
basados en la teoria de gestion de inventarios y en el calendario de salud publica
mexicano.

7.11.1. Capacidad Logistica y Reglas de Reabastecimiento
El modelo asume el uso de un equipo precalificado tipo cofre (Icelined Refrigerator),

especificamente el modelo Haier HBC-150. Con un volumen ttil de almacenamiento de
aproximadamente 122 litros, la capacidad méaxima del sistema se establece en 5, 000 dosis.
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Esta cifra contempla el volumen fisico de los empaques secundarios y el espacio necesario
para garantizar la correcta conveccion del aire interno.

Para gestionar el riesgo de desabasto provocado por la merma térmica, se define un Punto
de Reorden de 1,000 dosis. Este valor representa un stock de seguridad estratégico del
20 %, el cual garantiza un colchén operativo para que la clinica continte sus labores de
inmunizacion mientras se activa el protocolo de reabastecimiento jurisdiccional.

7.11.2. Comportamiento Estacional de la Demanda

Ante la variabilidad de las aplicaciones diarias, el consumo se modela mediante una
demanda sintética representativa, calibrada para reflejar la afluencia de un Centro de
Salud Urbano de primer nivel. Esta demanda base no es constante, sino que obedece
al comportamiento estacional del sistema de salud en México, tal como se detalla en la
siguiente tabla:

Tabla 7.7.: Demanda base diaria de vacunas por mes, ajustada a la estacionalidad epide-
mioldgica y a las campafias nacionales de salud publica en México.

Mes Demanda Base Diaria (Dosis) Justificaciéon Epidemiolégica

Enero 65 Consumo regular de esquema bésico.

Febrero 110 12 Jornada Nacional de Salud Publica.

Marzo 87 Regulacién post-campaia.

Abril 65 Consumo regular de esquema basico.

Mayo 110 22 Jornada Nacional de Salud Publica.

Junio - Agosto 65 Periodo de consumo valle (vacaciones/lluvias).
Septiembre 76 Transicién a temporada otonal.

Octubre 163 Inicio de campana invernal (Influenza/Neumococo).
Noviembre 130 Continuaciéon de campana invernal.

Diciembre 87 Desaceleracion por periodo vacacional de invierno.

7.11.3. Acoplamiento Estocastico Termodinamico-Logistico

La innovacién principal de este bloque logistico radica en la dependencia entre el estrés
térmico y el estrés de inventario. La demanda diaria real en el modelo, D(t), no es
un escalar estatico, sino una variable aleatoria que se acopla dindmicamente a las

perturbaciones del proceso de Poisson N, (t) calibrado en la seccién anterior.

La regla de consumo se define a partir de los tres escenarios de simulacién:
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1. Escenario A (Control Absoluto): Al simular dias de inactividad clinica (fines
de semana o dias festivos), el personal no abre el equipo (A = 0). Consecuentemente,
no hay extracciéon de biolégicos:

DA(t) =0

2. Escenario B (Apego Normativo): Simula una jornada clinica estdndar con una
Unica apertura matutina de extraccién. El consumo diario es exactamente igual a
la demanda base dictada por el mes correspondiente:

DB(t) = Dbase

3. Escenario C (Estrés Operativo): Durante contingencias o cercos epidemiolégicos,
la demanda sobrepasa la capacidad de los termos auxiliares, forzando viajes de
resurtido al equipo principal. Dado que el proceso general Npuerta(t) engloba todas

las aperturas del dia, definimos a N, ,,1iq0(t) como el subconjunto de eventos

ocurridos exclusivamente durante la ventana de méxima afluencia matutina (09:00

a 14:00 hrs).

Matematicamente, por cada evento de resurtido generado, se extrae un bloque
adicional de vacunas equivalente a la demanda base. Asi, la demanda diaria total
se convierte en una variable aleatoria dependiente del proceso de Poisson, definida
por:

DC(t) = Dbase + (Nresurtido(t) X Dbase)

Este acoplamiento garantiza que las trayectorias en la Simulacién de Monte Carlo con
mayor cantidad de aperturas de puerta y por ende, mayor ingreso de calor y dafio térmico
correspondan exactamente a los dias con mayor rotacién de inventario, reflejando con
precision la saturacion logistica de una crisis sanitaria.
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Parte IIl.

Simulaciéon del Equipo (Haier
HBC-150)
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8. Simulacion Computacional y Analisis de
Resultados

Para evaluar la confiabilidad de la red de frio frente a la volatilidad del suministro
eléctrico y las condiciones climéticas de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, desarrollamos una
simulacion en Python enfocado en el equipo institucional Haier HBC-150 presentado en
la seccién anterior. Debido a la interacciéon simultanea de multiples procesos aleatorios
(cortes de energia, aperturas de puerta, inercia térmica y consumo logistico), el sistema
propuesto no posee una solucién analitica cerrada. En consecuencia, recurrimos a los
esquemas numeéricos para Ecuaciones Diferenciales Estocésticas y al método de Monte
Carlo.

A diferencia de modelos estaticos tradicionales, esta investigacion evalia el riesgo bajo
tres contextos operativos distintos para medir el impacto de la interaccién humanas:

» Escenario A (Linea Base): Control absoluto sin interaccién operativa. Aisla el
riesgo provocado exclusivamente por el clima exterior y las fallas de la red eléctrica.

» Escenario B (Apego Normativo): Consumo y aperturas bajo los lineamientos
estandar recomendados.

» Escenario C (Contingencia): Estrés operativo severo, modelando alta rotacién
del inventario y resurtidos aleatorios mediante procesos de Poisson.

Nota sobre Reproducibilidad: Con el fin de mantener este documento con
un formato limpio y legible, hemos omitido el cédigo fuente de programacién
en el texto. Los algoritmos completos para cada escenario se encuentran
documentados detalladamente en el repositorio publico de GitHub de este
proyecto (Pérez, C. 2026a, 2026b, 2026¢).

A continuacion, explicamos la metodologia de la simulacién, la estructuraciéon del codigo y
los supuestos fisicos considerados (como la inercia térmica del biolgico). Posteriormente,
presentamos el andlisis estadistico y la discusién de los resultados obtenidos para cada
escenario.

8.1. Malla Temporal y Clima Exterior

El primer médulo de la simulacién establece el tiempo y el clima de Tuxtla Gutiérrez.
Creamos una malla de tiempo para cubrir un afio bisiesto completo de 366 dias. Para
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capturar los cambios rapidos en la temperatura interna del refrigerador, elegimos un paso
de integracién discreto de exactamente 5 minutos (At = 5/60 horas). Esto genera un
total de 105408 iteraciones por cada afio simulado.

Para sincronizar el modelo con la logistica institucional, programamos un calendario
interno que identifica los dias hébiles (lunes a viernes) y excluye tanto los fines de semana
(sébados y domingos) como los dias festivos oficiales. De esta manera, garantizamos que
la extraccion operativa de vacunas ocurra exclusivamente durante las jornadas laborales
reales.

En cuanto al entorno climatico, cargamos una base de datos meteorologica real de la
ciudad. Sin embargo, los registros publicos solo proveen la temperatura promedio diaria
(T,,,edia)s 1o cual oculta el verdadero estrés térmico que ocurre a lo largo del dia. Para
solucionar esto, expandimos el dato diario a nuestra escala de 5 minutos utilizando una
funcién senoidal. Calibramos esta funcién con una amplitud de 7°C, lo que equivale a
una variacion tipica de 14°C entre el frio de la madrugada y el calor méaximo de la tarde
de Tuxtla Gutiérrez. Ademas, ajustamos la ecuacion para forzar que el pico maximo de

la temperatura golpee exactamente a las 15:00 horas de cada dia simulado:

t—1
T () =T, egia(t) + 7.0 - cos (27r 51 5)

Donde ¢ representa el tiempo en horas, es decir, ¢t € [0,8784) para un afio completo de
366 dias.

El resultado de esta oscilacién se observa en la Figura 8.1, que muestra el comportamiento
térmico para todo el ano, y en la Figura 8.2, que demuestra la consistencia del ciclo diurno.
Es importante destacar que, dado que el clima de la ciudad es un factor independiente,
estas condiciones ambientales y graficas aplican de manera idéntica para los tres escenarios
evaluados (A, By C).

8.2. Parametrizacion Fisica, Cinética y Estocastica

Una vez construido el entorno climéatico, inicializamos las constantes que controlan la
termodindmica del equipo institucional Haier HBC-150 y las propiedades fisicoquimicas
de las vacunas.

8.2.1. Parametros Termodinamicos y Biol6gicos

Asignamos los coeficientes térmicos estimados para la Ecuacién Diferencial Estocastica
(EDE) de Orstein Uhlenbeck. Alineados a las normativas vigentes, el termostato y la
temperatura inicial del equipo se establecen en § = 5.0°C y T, = 5.0°C. Cuando el
equipo tiene suministro eléctrico, la tasa de abatimiento térmico es de x,, = 0.1154hr ",
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Temperatura Ambiente Simulada en Tuxtla Gutiérrez (Afio Completo) - Escenario A
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Figura 8.1.: Temperatura ambiente continua simulada para Tuxtla Gutiérrez a lo largo
de un ano, comparada con los promedios diarios de la base meteorolégica.
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Figura 8.2.: Acercamiento a un periodo de 5 dias de simulacién climatica (Mayo), donde
se observa el ciclo senoidal y los picos térmicos a las 15:00 horas.
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con una volatilidad interna debido a los ventiladores de o, = 0.4804, calculados en la
Secciéon 7.9.1.

Ante una falla eléctrica, el compresor se apaga. El aislamiento de alta densidad del equipo
frena la transferencia de calor exterior con una inercia pasiva de r,;; = 0.00232 hrty
un ruido por microfiltraciones de o, = 0.048, estimado en la Seccién 7.9.2.

Para modelar la degradacion bioldgica, utilizamos la ecuaciéon de Arrhenius (Ecua-
cién 7.10.1) calibrada para un biolégico termosensible representativo. La energia de
activacion se fija en E, = 85,000 J/mol, la constante de los gases en R = 8.314 J/(mol-K)
y el factor preexponencial en A = 1.2 x 103 s™! (obtenidos en la Seccién 7.10). Adicio-
nalmente, fundamentados en la termodindmica de fluidos, introducimos un filtro de
inercia térmica de 30 minutos; es decir, asumimos que el biolégico liquido dentro del
frasco de vidrio tarda este periodo en igualar la temperatura interna del equipo, evitando
contabilizar falsos dafios por picos térmicos breves.

8.2.2. Apertura de Puertas (N, (1))

La interaccién humana se modela extrayendo vacunas tinicamente durante las jornadas
laborales (lunes a viernes). Para evaluar el impacto logistico, la simulacién adapta estas
perturbaciones dependiendo del contexto operativo (como se vio en la Seccién 7.9.3), los
tres escenarios de prueba se definen de la siguiente manera:

» Escenario A (Linea Base): No existe interacciéon humana; la tasa de aperturas
es estrictamente cero durante todo el ano.

» Escenario B (Apego Normativo): Se programa una apertura determinista a las
8:00 AM para la extraccién de dosis diarias. Posteriormente, se activa un proceso
de Poisson con intensidad A,,,.4. = 0.5 eventos/hora$ en un horario vespertino de 2
horas (de 15:00 a 17:00 hrs) para las aperturas aleatorias vespertinas de resguardo.

» Escenario C (Contingencia): Ademads de la extraccién matutina y vespertina
del Escenario B, se usa otro proceso de Poisson de alta frecuencia (A,.yurtido =
0.4 eventos/hora) en un horario matutino de 5 horas (de 09:00 a 14:00 hrs) para
simular viajes masivos de abastecimiento debido a la saturacién del inventario.

Como se analiz6 en la Seccién 7.9.4, cada apertura inyecta aire caliente al interior del
equipo. Este impacto se calcula mediante un salto térmico aleatorio v;, extraido de una
distribucién Normal truncada (Ecuacién 7.9.2) para reflejar la variabilidad real en el
tiempo que la puerta permanece abierta.

8.2.3. Riesgo Eléctrico de la CFE

El riesgo del suministro eléctrico se parametriza utilizando el comportamiento histérico
de la Comisién Federal de Electricidad (CFE). Retomando los célculos de la Seccién 7.5,
programamos la tasa de fallas diarias A, (t) para el Proceso de Poisson No Homogéneo.
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Este modelo promedia un aproximado de 64 cortes anuales, combinando un riesgo
base constante con dos campanas estacionales que simulan el sobrecalentamiento de
transformadores en primavera y la temporada de tormentas en verano:

(t —152)2

4050

Ao (1) =0. 2314 - —
cfe(t) = 0.0667 +0.23 eXP( 1800

) +0.2048 - exp (_@—244)2)

Para la duracion de estos cortes, utilizamos una distribuciéon Log-Normal calibrada por
el método de los momentos en la Seccién 7.7 para las distintas épocas del ano:

= Temporada Base: y = 0.6766, o = 0.6202
= Temporada de Calor: y = 0.9627, o = 0.5106
» Temporada de Lluvias: p = 0.4668, ¢ = 0.3372

8.3. Precalibracion de Eventos Externos

Antes de resolver numéricamente la ecuacién diferencial estocédstica para la temperatura
interna del equipo, primero se simulan las trayectorias discretas de las perturbaciones
externas que actian sobre el equipo a lo largo de la malla temporal ¢, = nAt, n =
0,1,...,N, con At = 5/60 horas y N = 105,408 pasos para cubrir las T, . = 8784 horas
del afio.

Siguiendo el esquema de discretizacion para cadenas de Markov a tiempo continuo
(Seccién 5.5), el algoritmo recorre secuencialmente los 366 dias del ano evaluando la
intensidad estacional A (t) para determinar el nimero de fallas eléctricas diarias me-
diante el proceso de Poisson. Cuando ocurre un evento (apagén), se asigna su hora de
inicio de manera uniforme en el dia y se calcula su duracién a partir de la distribucion
Log-Normal correspondiente a la estacién climatica Tabla 7.6. Con ello se construye el
vector de estado eléctrico discreto S, = S(t,,) € {0,1}, el cual toma el valor S, =1
cuando hay suministro eléctrico (régimen «,, = 1) y S,, = 0 durante un corte de energia
(régimen «,, = 2).

De forma analoga, la ocurrencia de aperturas de puerta se discretiza sobre los nodos t,, de
acuerdo con el esquema regular para procesos de Poisson compuestos (Seccién 5.6), gene-
rando en cada subintervalo [t,,,t,,.1) el conteo de eventos AN, ~ Poisson(A,,e,1q(t,)Al)
segin la funcién de intensidad A, (t) definida para cada escenario operativo Sec-
cién 7.9.3.

Posteriormente, el algoritmo aplica una regla estricta de control operativo: multiplica
los eventos de apertura por el estado eléctrico S,,. Esto garantiza que, si la clinica se
encuentra bajo un corte de suministro eléctrico (S,, = 0), el término de salto se anule por
completo (AJ, = 0), reflejando el protocolo normativo que prohibe abrir el refrigerador
durante un apagédn para evitar la pérdida acelerada de frio. En los instantes validos con

energia (S, = 1), a cada apertura j = 1,...,AN,, se le asocia una magnitud de salto
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térmico independiente v, ; extraida de una distribucién Normal truncada (Ecuacién 7.9.2),
conformando asi el incremento de salto acumulado AJ,, (Ecuacién 5.6.2).

Para verificar la generacion de estas perturbaciones externas, se ejecutd una trayectoria
anual de control fijando una semilla de aleatoriedad (np.random.seed(42)). La simula-
cién generd una trayectoria eléctrica idéntica para los tres escenarios operativos con un
total de 68 apagones en el ano, mientras que en el proceso de aperturas de puerta se
registraron 0 aperturas en el Escenario A (Linea Base), 493 aperturas en el Escenario
B (Apego Normativo) y 995 aperturas en el Escenario C (Contingencia).

8.4. Resolucion Numérica de la Ecuacion Diferencial
Estocastica (EDE)

Una vez definidos los procesos externos en la malla temporal, se procede a aproximar
numéricamente la evolucién de la temperatura interna del equipo T'(¢) determinada
por la ecuacién diferencial estocastica hibrida de nuestro modelo termodindmico (Ecua-
cién 7.9.1).

8.4.1. Integracion Numérica por Cambios de Régimen y Saltos

Para calcular la trayectoria discreta {7, }(-,,« a partir de la condicién inicial T;, = 5.0°C,
se aplica directamente el esquema numeérico hibrido de Euler-Maruyama con cambios
de régimen y saltos desarrollado en el alg. 5.3 (Seccién 5.6). En cada paso temporal
n=20,1,...,N — 1, el algoritmo evalia el estado del suministro eléctrico S, y cambia
dindmicamente los coeficientes de la ecuacién (Seccién 5.5):

» Con suministro eléctrico (S,, = 1, régimen «,, = 1): Se activan los pardmetros
de enfriamiento por conveccién forzada (k,, = 0.1154h™" y o, = 0.4804), llevando
la temperatura interna hacia el objetivo del termostato (# = 5.0°C) e incorporando
el salto térmico acumulado AJ, producido por las aperturas de puerta en ese
intervalo.

» Sin suministro eléctrico (S, = 0, régimen «,, = 2): Se activan los pardmetros
de inercia térmica pasiva (k,;; = 0.00232 h'yo, 7¢ = 0.048), haciendo que la
temperatura interna sea atraida lentamente hacia la temperatura ambiente exterior

T, (tn), sin saltos por apertura (AJ,, = 0).

a

Como se demostrd en la Seccion 5.6, dado que los coeficientes de difusion o, y o,y
representan ruido aditivo constante respecto al estado T'(t), sus derivadas parciales
espaciales son nulas (g—i}
del esquema de Milstein (Ecuacién 5.3.2) se anula, por lo que el esquema hibrido de
Euler-Maruyama empleado alcanza la misma precisién en la componente difusiva y tiene

garantizada su convergencia fuerte de orden v = 0.5 por el Teorema 5.3.

= 0). En consecuencia, el término corrector de segundo orden
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El procedimiento detallado para simular una trayectoria anual de la temperatura interna
del refrigerador se presenta en el alg. 8.1.

Algorithm 8.1.

Simulacién de una trayectoria anual para la EDE termodindmica del
refrigerador Hater HBC-150

1: 1) Definir el periodo anual T,,,,, = 8784 h y dividir el dominio temporal [0,T,,,,.] en
N + 1 nodos equidistantes ty,tq, ..., tx con tamarno de paso At =5/60 h (N = 105,408)
yt, =nAt, n=0,1,...,N. Evaluar en los extremos de la particion la temperatura
ambiente exterior T,,,,(t,), la tasa de fallas eléctricas N ;.(t,,) y la funcion de
intensidad de aperturas X, c 4q(t,,)-

2: 2) Asignar la condicion inicial Ty = 5.0°C, la temperatura del termostato 8 = 5.0°C,
los pardmetros de operacion activa (k,, = 0.1154 Rt O, = 0.4804), los pardmetros de
operacion pasiva (K,pp = 0.00232 nt 0,55 = 0.048) y la distribucién Normal truncada
de salto térmico -y ~ max(0.16, NV (0.76,0.20%)).

3: 8) Generar la trayectoria discreta del estado eléctrico {S,, }o<p<n € {0,1} simulando
los inicios de falla mediante un Proceso de Poisson No Homogéneo con tasa A.g.(t,) y
sus duractones mediante la distribucion Log-Normal correspondiente a la estacion
climdtica.

4: 4) Resolver recursivamente el sistema en cada subintervalo temporal:

b: Paran=0,1,...,N —1 Hacer

6: Generar una variable aleatoria normal estandar independiente Z, ~ N(0,1) y
calcular el incremento Browniano: AW, = VAt Z,,.

7: Si S, =1 (suministro eléctrico activo, régimen «,, = 1) Entonces

8: Evaluar los coeficientes de enfriamiento activo: b, = k,, (0 —T,)) y 0, = 0,,-
9: Generar el numero de aperturas de puerta en el paso actual:

AN,, ~ Poisson(Ap,ertq(t,)At).

10: Si AN, > 0 Entonces

11: Generar AN,, magnitudes de salto térmico independientes

Vot s Ynoan, ~ Méx(0.16, M (0.76,0.20%)) y calcular el salto térmico acumulado:

AN,
AJp=2  Yng
j=1

12: En Caso Contrario

13: Asignar AJ,, = 0.

14: Fin Si

15: En Caso Contrario (S, =0, falla eléctrica, régimen o, = 2)

16: Evaluar los coeficientes de calentamiento pasivo: b, = Kk, p(Top(t,) —T,,) y
Op = 0ot

17: Anular las aperturas de puerta por protocolo: AJ, = 0.

18: Fin Si

19: Actualizar la temperatura interna del equipo:

T, =T, +b,At +0, AW, +AJ,.

n
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Simulacién de una trayectoria anual para la EDE termodindmica del
refrigerador Hater HBC-150

20:

Fin Para

21: 5) Retornar la trayectoria discreta anual aproximada de la temperatura interna:
{T,, Ty, ..., T}

8.4.2.

Resultados de Seguridad Termodinamica

El algoritmo registra cada evento en el que la temperatura interna del equipo cruza los
limites normativos de seguridad (por encima de los 8°C o por debajo de los 2°C). Es
importante destacar que en esta trayectoria de prueba, la temperatura de la simulaciéon
nunca descendié por debajo del punto de congelacién critico (0°C) en ninguno de los tres
escenarios. El cdlculo exacto del riesgo para la trayectoria de control inicial (semilla 13)
arrojé los siguientes resultados para cada escenario operativo:

Escenario A (Linea Base):

» T(t) > 8°C: Se tuvo un total de 40 eventos, sumando un tiempo acumulado de

22.25 horas que representa el 0.25% del ano; el primer registro ocurrié en el Dia
60.99.

T'(t) < 2°C: Se tuvo un total de 13 eventos, sumando un tiempo acumulado de 3.58
horas que representa el 0.04 % del afio, registrando la primera caida térmica fuera
de la norma en el Dia 110.25.

Tiempo Total Fuera de Rango: La suma de las excursiones térmicas resulté en
un total de 25.83 horas que representa el 0.29 % del ano operando fuera del rango
normativo.

Escenario B (Apego Normativo):

» T(t) > 8°C: Se observé un incremento notable con un total de 177 eventos, acu-

mulando un total de 121.83 horas que representa el 1.39 % del ano; debido a la
interaccién humana, la primera falla critica se adelanté drasticamente hasta el Dia
4.65.

T'(t) < 2°C: Ocurrieron tnicamente 3 eventos con un tiempo acumulado de 0.83
horas que representa el 0.01 % del ano, manteniendo su primer registro en el Dia
110.25.

Tiempo Total Fuera de Rango: El equipo opero en condiciones de riesgo durante
un total de 122.67 horas que representa el 1.40 % del anio simulado.

Escenario C (Contingencia):

» T(t) > 8C: El estrés logistico provocé un total de 435 eventos, alcanzando un

tiempo acumulado severo de 475 horas que representa el 5.41 % del afio; al igual
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que en el escenario anterior, el primer registro de falla ocurrié rapidamente en el
Dia 4.65.
» T(t) < 2°C: Debido a la saturacién de calor por aperturas constantes, no se registro
ningin evento de enfriamiento excesivo, manteniéndose un acumulado de 0.00 horas.
= Tiempo Total Fuera de Rango: En este contexto, el equipo sumé un total de
475 horas operando fuera de rango, lo que representa el 5.41 % del afio.

8.4.3. Analisis Comparativo de Trayectorias: Vision Macro (Anual)

A continuacion, se presentan las soluciones numéricas completas para un afo de simulacién
bajo los tres escenarios.

45 Comportamiento Térmico Anual del Refrigerador para vacunas Haier HBC-150 (Escenario A)

Temp. Ambiente ~ ——-- Limite Maximo (8°C)
40 4 —— Temp. Interna —=~ Limite Minimo (2°C)
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Figura 8.3.: Comportamiento térmico anual (Escenario A). Las zonas sombreadas en rojo
indican la ocurrencia de los 68 apagones. La trayectoria azul representa la
temperatura interna del equipo (la solucién numérica de la EDE) la cual
se mantiene estable y rara vez rompe la cadena de frio, viéndose afectada
unicamente por fallas eléctricas prolongadas, y la trayectoria de color amarillo
indica la temperatura ambiente en Tuxtla Gutiérrez, Chiapas.

Interpretacion Anual: La visualizacién anual demuestra de forma contundente la
sensibilidad del sistema a la interaccién humana. En el Escenario A, el aislamiento
térmico del equipo y el clima de la region son suficientes para mantener la temperatura
segura durante los primeros dos meses (enero y febrero), presentando fallas a partir
de la época de calor extremo. Conforme avanzamos al Escenario B y C, el volumen de
excursiones superiores a 8°C crece agresivamente (pasando de 40 a 435 eventos). Esto
prueba que el suministro eléctrico de la CFE, aunque deficiente, no es el destructor
principal de la cadena de frio, sino el estrés logistico de las aperturas continuas.
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45

Comportamiento Térmico Anual del Refrigerador para vacunas Haier HBC-150 (Escenario B)
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Figura 8.4.: Comportamiento térmico anual (Escenario B). La interaccién humana con-
trolada engrosa la trayectoria azul, incrementando los picos térmicos debido

45

a las aperturas matutinas y vespertinas.

Comportamiento Térmico Anual del Refrigerador para vacunas Haier HBC-150 (Escenario C)
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Figura 8.5.: Comportamiento térmico anual (Escenario C). La saturacién logistica colapsa
el control termodindmico; la trayectoria azul se muestra muy oscilatoria,
rompiendo continuamente la barrera de los 8°C.
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8.4.4. Analisis Comparativo de Trayectorias: Vision Micro (Acercamiento
Mensual)

Para aislar el comportamiento de la Ecuaciéon Diferencial Estocastica y los impactos
térmicos instantaneos (7;), se realizé un acercamiento al primer mes de la simulacién.

Acercamiento al Comportamiento de la EDE en Enero (Escenario A)

—— Temp. Interna oo Termostato (5°C)
Apagdn (S=0) === Limite Minimo (2°C)
=== Limite Maximo (8°C)

14 4

12 A

10 A

Temperatura (°C)

Dias del Afio

Figura 8.6.: Acercamiento del comportamiento de la EDE durante el mes de enero (Es-
cenario A). Se omitié el clima exterior para observar la estabilidad del
termostato (5°C), sin la presencia de personal clinico, las tinicas perturbacio-
nes observables son curvas suaves de calentamiento pasivo durante los cortes
de energia.

Interpretacion Mensual: A nivel mensual, se observa cémo el esquema de Euler-
Maruyama resuelve la dindmica de reversion a la media (atraccién hacia el termostato
de 5°C). Un hallazgo estadistico notable es la coincidencia exacta del primer evento de
excursién critica en los escenarios B y C (ocurrido en el Dia 4.65). Esto no es un error
numérico, sino la consecuencia directa del modelo acoplado: en el Dia 4.65 en el Escenario
B y C ocurrié una apertura vespertina con un alto impacto térmico (vy;) que provocé que
la temperatura del equipo superara el umbral de los 8°C.

8.5. Integracion de la Dinamica Logistica y Mermas

Para pasar de una pérdida de viabilidad tedrica a la pérdida de vacunas, acomodamos la
simulacién a un modelo de inventario dindmico (I(t)), donde ¢ representa el tiempo cada
5 minutos. El algoritmo avanza en el tiempo y evalta tres reglas operativas clave para la
logistica:
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Acercamiento al Comportamiento de la EDE en Enero (Escenario B)
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Figura 8.7.: Acercamiento del comportamiento de la EDE durante el mes de enero
(Escenario B). Se observan picos verticales (salto térmico) debido a las
aperturas de la puerta del refrigerador (tridngulos verdes inferiores), seguidos

de un

a recuperacion exponencial forzada por el compresor.

Acercamiento al Comportamiento de la EDE en Enero (Escenario C)
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Figura 8.8.: Acercamiento del comportamiento de la EDE durante el mes de enero
(Escenario C). La temperatura rebasa el limite de los 8°C de forma constante
debido a la alta frecuencia del proceso de Poisson para viajes de resurtido
(mayor cantidad de tridngulos verdes).
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1. Consumo Logistico: Dependiendo del escenario como se vio en la Seccién 7.11, el
volumen de vacunas se descuenta del inventario. Para el Escenario A (Linea Base),
el consumo es cero. Para el Escenario B (Apego Normativo), se extrae una cantidad
diaria fija a las 8:00 AM que varia segtn el mes (ej. mayor demanda en octubre por
la campaiia de Influenza). Para el Escenario C (Contingencia), el consumo acelera
y se acopla de manera dindmica a los eventos de resurtido a lo largo de la jornada.

2. Inercia Térmica y Dano Farmacolégico: La temperatura T'(t) calculada por
la EDE corresponde al aire interno del equipo. Sin embargo, el biolégico liquido
dentro de los frascos de vidrio posee inercia térmica. Para modelar este retardo
fisico, el algoritmo aplica un filtro de tolerancia de 30 minutos: la ecuaciéon de
Arrhenius solo entra en vigor si el aire permanece por encima de los 8°C de manera
ininterrumpida durante 6 iteraciones continuas. Cumplida esta condicién, se extrae
la fraccién de pérdida y se multiplica por el inventario actual en ese instante de
tiempo, sumando el resultado al vector de dosis destruidas.

3. Reabastecimiento Automatico: Si el inventario cae por debajo del punto de
reorden de 1000 dosis (el 20 % de su capacidad méxima), se simula la llegada de la
ruta jurisdiccional que llena el equipo hasta su capacidad maxima de 5000 dosis,
registrando el ingreso en la sumatoria anual para calcular el porcentaje de pérdida
final.

8.5.1. Resultados del Impacto Logistico

Al finalizar el afio de simulacién para la trayectoria de control (semilla 13), la interaccion
entre la EDE, el filtro de inercia de 30 minutos y el modelo de inventario arrojé los
siguientes resultados totales de pérdida fisica:

Escenario A (Linea Base): Dado que no existe consumo operativo, el equipo operé de
manera estatica, registrando un ingreso total y tnico de 5000 dosis al inicio del afio. De
este volumen inmovilizado, los cortes eléctricos de la red externa lograron destruir un
total de 108 dosis, lo que representa un porcentaje de pérdida anual del 2.16 %.

Escenario B (Apego Normativo): La dindmica de vacunacién diaria generé una sana
rotacion del inventario, registrando un ingreso total de 25373 dosis a lo largo del afio.
Gracias a que las aperturas de la puerta son moderadas, el control térmico se mantuvo
estable y inicamente se destruyeron 414 dosis, logrando el porcentaje de pérdida anual
mads bajo de los tres escenarios con apenas un 1.63 %.

Escenario C (Contingencia): La contingencia obligd a realizar viajes masivos de
reabastecimiento, elevando drasticamente el flujo anual a 77843 dosis. La coincidencia del
alto volumen de vacunas almacenadas con el colapso térmico, provocado por la saturacién
de aperturas, provoc6 una destruccién severa de 2395 dosis, alcanzando el porcentaje de
pérdida anual més alto con un 3.08 %.
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8.5.2. Analisis Comparativo del Inventario y Riesgo Materializado

Para visualizar como interactia el consumo operativo con los momentos exactos de falla
termodinamica, se generaron graficas de doble eje para los tres escenarios en estudio.

Dinamica de Inventario vs. Pérdida de Dosis (Escenario A)
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Dias del Afio

—— Inventario Activo (Dosis) === Mermas Acumuladas (Dosis Destruidas)

Figura 8.9.: Dindmica logistica anual (Escenario A). La trayectoria continua de color azul
(eje izquierdo) representa el nivel de inventario activo, el cual se mantiene
como una linea recta casi todo el afio debido a la ausencia de extracciones. La
trayectoria escalonada de color rojo (eje derecho) representa el crecimiento
acumulado de las dosis perdidas, observando que los saltos o dafios coinciden
exclusivamente a cuando se rompe la cadena de frio de manera prolongada.

Interpretacién de la Dinamica Logistica:

La visualizacién del inventario revela una aparente contradiccién de riesgo. Como se vio
anteriormente en la Seccién 8.4.2, el Escenario A tuvo menos excursiones térmicas que el
Escenario B; sin embargo, su porcentaje de pérdida logistica fue mayor (2.16 % frente
a 1.63 %). Esto se debe al efecto protector de la rotacién: en la Linea Base, las mismas
5000 dosis permanecen estancadas absorbiendo el impacto de cada corte eléctrico del ano;
en cambio, el Apego Normativo salva las dosis al aplicarlas en pacientes antes de que
ocurran los apagones.

No obstante, cuando el ritmo logistico sale de control (Escenario C), esta proteccién
colapsa. El exceso de aperturas no solo rompe la cadena de frio, sino que al estar el equipo
constantemente lleno, cada excursién térmica encuentra miles de vacunas vulnerables
al mismo tiempo, multiplicando el dafio absoluto a 2395 dosis, es decir, un 3.08 % de
pérdida anual.
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Dinamica de Inventario vs. Pérdida de Dosis (Escenario B)
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Figura 8.10.: Dindmica logistica anual (Escenario B). La trayectoria azul muestra el
patrén tipico de “diente de sierra” generado por la extraccién diaria a las 8:00
AM y los resurtidos verticales al tocar el punto de reorden. La trayectoria
roja de mermas acumuladas crece de forma espaciada y moderada.

Dindmica de Inventario vs. Pérdida de Dosis (Escenario C)
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Figura 8.11.: Dindmica logistica anual (Escenario C). La trayectoria azul evidencia un
consumo cadtico por la contingencia, obligando a multiples resurtidos por
semana. En consecuencia, la trayectoria roja se dispara agresivamente en
forma exponencial.
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8.6. Estructura de la Simulacion de Monte Carlo

Dado que el alg. 8.1 junto con el modelo de inventario producen inicamente una realizacion
anual aleatoria, no es posible evaluar la confiabilidad del sistema a partir de una sola
trayectoria. Para medir rigurosamente el riesgo operativo y estimar el valor esperado
Elg(T'(t))] de los estadisticos de interés cuya distribucién analitica es desconocida, el
modelo completo se integré dentro de un esquema de simulacién de Monte Carlo (Giles
2008; Platen y Bruti-Liberati 2010).

En cada realizacion anual k, el algoritmo evalda la trayectoria simulada y extrae las
siguientes métricas estadisticas:

» Termodinamica: Horas acumuladas y conteo de las rupturas de la cadena de frio
(T'(t) >8CyT(t) <2°C), asi como la vigilancia del riesgo critico de congelacién
(T'(t) < 0°C).

= Logistica y Riesgo: El dia exacto en que ocurrié la primera falla critica, el total
de dosis perdidas, el porcentaje anual de pérdida y la merma por mes para evaluar
la estacionalidad del riesgo.

Este procedimiento se ejecuta de forma iterativa generando M = 5000 trayectorias
anuales independientes (asignando en cada una semillas de aleatoriedad indexadas para
garantizar la reproducibilidad de la simulacién), aproximando el valor esperado de cada

L
métrica mediante el promedio muestral ji,, = i Z g (T(k)) (Wang 2016).
k=1

De acuerdo con la teorfa de convergencia débil (Definicién 5.2) y la descomposicién
del Error Cuadratico Medio en simulaciones de ecuaciones diferenciales estocasticas, la
precisién de este estimador depende tanto del sesgo numérico de discretizaciéon temporal
como de la varianza estadistica de muestreo. Por un lado, el tamafio de paso de 5 minutos
(At =5/60 h) en el esquema de Euler-Maruyama (cuyo orden débil es 5 = 1.0) mantiene
acotado el sesgo numeérico sistematico; por otro lado, al simular M = 5000 afios indepen-
dientes, la Ley de los Grandes Numeros (Ross 2018) asegura que el error estandar
de muestreo decaiga a razén de M2 ~ 0.0141 (por debajo del 1.5% de la desviacién
estdndar de cada métrica). Esto elimina el efecto de fluctuaciones atipicas individuales y
estabiliza los promedios poblacionales bajo cada uno de los tres escenarios operativos
evaluados.

8.7. Resultados Estadisticos y Analisis de Riesgo

Una vez completadas las 5000 simulaciones de Monte Carlo, procedemos a extraer las
métricas operativas y termodindmicas de todos los anos simulados. La simulacién masiva
de trayectorias revela el verdadero comportamiento del sistema a largo plazo, eliminando
las variaciones extremas de un solo ano.
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A continuacién, se presenta la tabla comparativa con los promedios poblacionales empi-
ricos, seguida del analisis descriptivo de dispersion e intervalos de confianza para cada

escenario.

Tabla 8.2.: Estadisticas de riesgo: Promedio anual para los tres escenarios operativos.

Escenario A (Linea

Escenario B (Apego

Escenario C

Métrica Base) Normativo) (Contingencia)
Perturbacio-

nes Externas

Apagones 64.3 64.3 64.3
Aperturas de 0 499 998
Puerta

Riesgo Termo-

dinamico

T(t) > 8C 26.4 eventos 134.6 eventos 419.7 eventos
T(t) <2°C 25.2 eventos 12.5 eventos 9.0 eventos
T(t) <0°C 0 eventos 0 eventos 0 eventos
Tiempo Fuera 24.4 horas (0.28%)  95.6 horas (1.09%)  420.6 horas (4.79 %)
del Rango

Normativo

Impacto

Logistico

(Mermas)

Dosis Perdidas 61 dosis 343 dosis 1,905 dosis
(Volumen)

Pérdida Relativa 1.21% 1.36 % 2.57%
(%)

8.7.1. Riesgo Operativo y Termodinamico Empirico

Escenario A (Linea Base):

La simulacién de Monte Carlo estabilizo el riesgo externo en un promedio de 64.3 apagones
anuales. Al no existir interaccién humana (cero aperturas), el riesgo recae puramente
en la termodinamica pasiva del equipo. Se registré un promedio de 26.4 rupturas de la
cadena de frio anuales por encima de los 8°C (acumulando 12.6 horas) y 25.2 rupturas por
debajo de los 2°C (acumulando 11.8 horas). Es necesario destacar que la inercia térmica
protegié al equipo de la congelacion profunda, manteniendo el riesgo por debajo de los
0°C estrictamente en cero. En el ambito logistico, esta exposicion pasiva provocod una
destruccién promedio de 61 dosis (1.21 % de pérdida anual). Sin embargo, el intervalo
de confianza del 95 % resulta muy amplio, oscilando entre apenas 2 y hasta 179 dosis
destruidas al ano, lo que sugiere una alta volatilidad ante apagones inusualmente largos.
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Escenario B (Apego Normativo):

Al introducir la interaccién humana con un promedio de 499 aperturas anuales, el riesgo
termodindmico aument6 significativamente. Los eventos donde T'(t) > 8°C aumentaron a
un promedio de 134.6, acumulando 90 horas de riesgo térmico (1.02 % del afio), en cambio,
los eventos por debajo de los 2°C disminuyeron a un promedio de 12.5, acumulando 5.6
horas (0.06 % del ano). Adicionalmente, el primer registro de falla critica se adelanté
dréasticamente: de promediar en el Dia 38 (Escenario A) a ocurrir en el Dia 8. Este nivel
de estrés aumentd las pérdidas a un promedio de 343 dosis anuales (1.36 % de pérdida
anual), con un intervalo de confianza del 95 % que advierte escenarios de riesgo donde un
equipo normado puede perder entre 166 y hasta 573 dosis en un solo afio.

Escenario C (Contingencia):

La saturacion logistica colapsa por completo la cadena de frio. Con casi 1,000 aperturas
anuales (998), el equipo sufre 419.7 rupturas de la cadena de frio anuales por encima
de los 8°C en promedio (acumulando 416.5 horas) y 9 rupturas por debajo de los 2°C
(acumulando 4.1 horas), acumulando un valor critico total de 420.6 horas (4.79 % del ano)
operando fuera de rango. Bajo este escenario de estrés extremo, el primer cruce fuera de
la norma ocurre en promedio apenas en el Dia 3 de operacién. El impacto en el inventario
es devastador: se pierden en promedio 1,905 dosis por afio (2.57 % de pérdida anual), con
un intervalo de confianza del 95 % que va de 1348 hasta las 2521 dosis destruidas.

Interpretaciéon Comparativa del Modelo:

Por la Ley de los Grandes Niimeros, a través de las 5,000 simulaciones se resolvié la
contradiccién de riesgo observada en la trayectoria de prueba inicial. Aunque en anos
individuales aislados la inmovilidad del inventario (Escenario A) puede resultar en una
mayor pérdida relativa frente al consumo normativo (Escenario B) debido al efecto
protector de la rotaciéon de vacunas, el promedio poblacional a largo plazo demuestra lo
contrario. A la larga, el volumen masivo de rupturas de la cadena de frio provocadas por
las 499 aperturas del Escenario B sobrepasa cualquier beneficio de rotacién, situando
su pérdida promedio (1.36 %) por encima del aislamiento absoluto (1.21 %). Ademads, se
confirma que el colapso operativo (Escenario C) no es un riesgo lineal, sino exponencial:
duplicar las aperturas de puerta no duplico las pérdidas, sino que las multiplicé por més
de cinco veces (de 343 a 1905 dosis), evidenciando la fragilidad termodindmica de los
equipos frente a la saturacion clinica.

8.7.2. Analisis de Trayectorias

La tabla anterior revela que los intervalos de confianza del 95 % para la pérdida de biolé-
gicos son muy amplios en todos los escenarios operativos. Para comprender visualmente
la causa de esta dispersién, se extrajo una submuestra aleatoria de 30 trayectorias (30
anos simulados distintos) para cada escenario.
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El comportamiento de los danos acumulados demuestra que el riesgo no es lineal. La
tendencia de las dosis perdidas a lo largo de los 366 dias depende estrictamente de la
coincidencia temporal exacta entre la ocurrencia de un apagén prolongado de la CFE y
el nivel de saturacién de vacunas almacenadas en ese dia especifico.

Pérdidas de Dosis: Escenario A (30 trayectorias)
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Figura 8.12.: 30 trayectorias anuales aleatorias (Escenario A). Las trayectorias se man-
tienen planas (cero pérdidas) durante largos periodos de tiempo. Cuando
ocurre un apagon que supera la inercia térmica, la trayectoria sube drasti-
camente (escalén vertical). La gran separacion vertical entre las lineas al
final del ano (Dia 366) explica visualmente la alta varianza del modelo.

Interpretaciéon Comparativa de las Trayectorias:

Al observar el comportamiento de las 30 trayectorias conjuntas, se comprueba la hipdtesis
de fragilidad de la red de frio. En el Escenario A, el aislamiento absoluto permite que
existan “afios afortunados” donde el equipo apenas pierde unas cuantas dosis, pero basta
un solo afio con un apagédn critico prolongado para que la pérdida escale drasticamente
(como se observa en la linea superior en la Figura 8.12 que cruza las 200 dosis).

Por el contrario, el Escenario C demuestra que la contingencia operativa elimina el factor
“suerte”. La densidad y homogeneidad de las trayectorias confirman que, bajo estrés
logistico masivo, el colapso del bioldgico estd garantizado independientemente de si el
clima de ese ano fue favorable o si hubo menos apagones. La saturacién de aperturas
domina por completo al sistema, provocando una destruccién acelerada, continua e
inevitable.
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Pérdidas de Dosis: Escenario B (30 trayectorias)

600 -

500 -

400 1

300 A

Vacunas Perdidas (Dosis

200 A

100 A

50 100 150 200 250 300 350
Dias del afio

Figura 8.13.: 30 trayectorias anuales aleatorias (Escenario B). El estrés introducido por

las aperturas matutinas y vespertinas aumenta la acumulacion de dafos.
En lugar de escalones aislados, las trayectorias muestran un crecimiento en
forma de escalera a lo largo de todo el ano, evidenciando una constante
ruptura de la cadena de frio.

Pérdidas de Dosis: Escenario C (30 trayectorias)
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Figura 8.14.: 30 trayectorias anuales aleatorias (Escenario C). La saturacién logistica

colapsa la termodinamica del sistema. Las trayectorias abandonan el com-
portamiento escalonado y adoptan una pendiente positiva continua casi
recta. Todas las lineas se disparan uniformemente hacia arriba, superando
rapidamente el umbral de las 1,000 dosis destruidas.
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8.7.3. Estacionalidad del Riesgo Operativo

Al desglosar las pérdidas de dosis de forma mensual, los datos revelan el verdadero
comportamiento del riesgo termodindmico a lo largo del afio. Para evaluar esta métrica de
forma rigurosa, se analizaron dos estimadores de centralidad: el promedio mensual (que
es sensible a los anos con apagones catastroficos) y la mediana mensual (estadisticamente
mas robusta porque representa el escenario méas probable, aislando las fluctuaciones
extremas).

Inicialmente, desde un punto de vista puramente climatico, se podria suponer que los
meses de calor extremo en Tuxtla Gutiérrez (abril y mayo) presentarian la mayor cantidad
de vacunas perdidas debido al estrés térmico ambiental sobre el equipo. No obstante, las
5000 simulaciones de Monte Carlo demuestran que la interaccién humana modifica por
completo este patréon natural.

Escenario A (Linea Base):

Pérdida MEDIANA de Vacunas por Mes (Escenario A)

Pérdida PROMEDIO de Vacunas por Mes (Escenario A)

Dosis Perdidas
g

Ene Feb  Mar  Abr  May  Jun Jul Ago  Sep Ot Nov Dic

Ene Feb Mar. Abr May Jun Jut Ago Sep oct Nov Dic

Figura 8.16.: Pérdida mediana mensual (Es-
i cenario A). La mediana se man-
tiene estrictamente en cero du-
rante los 12 meses del ano, de-
mostrando que en al menos el
50 % de los escenarios climéati-
cos normales no se pierde ni
una sola vacuna al mes.

Figura 8.15.: Pérdida promedio mensual (Es
cenario A). Se observa una pér-
dida uniforme de alrededor de
5 dosis mensuales, con un lige-
ro pico en mayo debido a las
fallas eléctricas por estrés tér-
mico.

Escenario B (Apego Normativo):
Escenario C (Contingencia):
Interpretaciéon de la Estacionalidad:

El anilisis estacional confirma que el estrés operativo domina por completo al
factor climatico. En el Escenario A, la Figura 8.16 demuestra que la infraestructura
termoaislante del equipo Haier HBC-150 es lo suficientemente robusta para sobrevivir a
la intemperie chiapaneca sin sufrir dafios (mediana igual a cero en todos los meses). Las
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Pérdida PROMEDIO de Vacunas por Mes io B)

Dosis Perdidas
3

Dosis Perdidas

Figura 8.17.: Pérdida promedio mensual (Es-
cenario B). El estrés logisticoFigura 8.18.: Pérdida mediana mensual (Es-

Dosis Perdidas

aumenta significativamente las
pérdidas. El mes de enero al-
canza casi 40 dosis perdidas,
seguido por un pico secundario
en agosto durante la tempora-
da de tormentas.

Pérdida PROMEDIO de Vacunas por Mes (Escenario C)

Pérdida MEDIANA de Vacunas por Mes (Escenario B)

cenario B). A diferencia del Es-
cenario A, la mediana ya no es
cero. Enero y agosto se conso-
lidan como los meses de mayor
riesgo operativo esperado.

Pérdida MEDIANA de Vacunas por Mes (Escenario C)

Dosis Perdidas

Figura 8.19.: Pérdida promedio mensual (EsFigura 8.20.: Pérdida mediana mensual (Es-

cenario C). La saturacién lo-
gistica domina el sistema, su-
perando las 150 dosis mensua-
les de forma casi homogénea a
lo largo del ano.
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como el mes mas critico, su-
perando las 160 dosis perdidas
como escenario méas probable.



pérdidas residuales observadas en el promedio del Escenario A son producto exclusivo de
la cola de la distribucién (afios atipicamente catastréficos).

Sin embargo, al introducir la interaccién humana, el patrén climético desaparece. En el
Escenario B, la vulnerabilidad ya no recae en la primavera, sino que se desplaza hacia
enero y agosto, coincidiendo con las épocas donde el volumen del inventario interactiia
de manera letal con las perturbaciones eléctricas. Finalmente, en el Escenario C, la
contingencia operativa nivela el riesgo: el equipo pierde su capacidad de recuperaciéon
térmica provocando que todos los meses del afio (sin importar si es invierno o verano)
resulten devastadores para la viabilidad de las vacunas, consolidando la destrucciéon
sistematica del inventario activo.

8.7.4. Distribucién del Riesgo Operativo

Para estandarizar el nivel de riesgo sin importar la escala de la unidad médica, las dosis
perdidas se transformaron en porcentajes de pérdida relativa respecto al volumen total de
vacunas manejadas por el equipo en cada ano simulado. La visualizacién de la frecuencia
de estas pérdidas a lo largo de las 5000 simulaciones de Monte Carlo permite analizar la
forma de la distribucién del riesgo para cada escenario operativo.

Interpretacién de las Distribuciones:

La visualizacion de los histogramas muestra que el comportamiento del riesgo cambia
conforme aumenta la interaccién humana. En el Escenario A y B, la clara separacion
entre la media (linea azul) y la mediana (linea verde) evidencia que los datos estan
sesgados; este comportamiento asimétrico es tipico de los sistemas de riesgo operativo
pasivos, donde los danos dependen de fallas externas intermitentes y severas (como los
apagones prolongados de la CFE).

Sin embargo, en el Escenario C, la distribucién tiene una forma casi simétrica. Esto ocurre
gracias al Teorema del Limite Central: la altisima frecuencia de aperturas de puerta (casi
1000 al ano) se convierte en el factor dominante del sistema, “suavizando” el impacto de
los apagones aislados y garantizando una tasa de pérdida constante y predeciblemente alta.
La asimetria visual observada en los primeros dos escenarios sugiere fuertemente que las
distribuciones no siguen un comportamiento normal, lo cual requiere una comprobacién
matematica estricta antes de realizar inferencias poblacionales definitivas.

8.7.5. Dispersion y Valores Atipicos (Diagramas de Caja)

Para cuantificar visualmente la varianza, los rangos intercuartilicos y la magnitud exacta
de los anos extremos observados en las colas de los histogramas, se construyeron diagramas
de caja (bozplots) para la pérdida absoluta de vacunas en los tres escenarios operativos.

Interpretacién de la Dispersion:
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Histograma del Porcentaje de Vacunas Perdidas por Ao (Escenario A)

—— Media (1.21%)
—— Mediana (1.01%)
== P_2.5(0.03%)
== P_97.5(3.57%)

600 -

500

400 1

300 4

Frecuencia (Afios Simulados)

200 4

100 A

0 1 2 3 4 5 6 7
Porcentaje de Vacunas Perdidas (%)

Figura 8.21.: Histograma del porcentaje de vacunas perdidas anualmente (Escenario
A). La distribucién presenta una fuerte asimetria positiva (una cola larga
estirada hacia la derecha). Esto indica que, aunque la concentracién principal
de los datos sugiere pérdidas bajas (mediana del 1.01% (linea verde)),
existen anos atipicamente catastroficos que arrastran el promedio general
hacia arriba (media del 1.21 % (linea azul)). Las lineas rojas punteadas
delimitan el intervalo empirico del 95 %, mostrando la alta dispersién hacia
anos extremos.
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Histograma del Porcentaje de Vacunas Perdidas por Ao (Escenario B)

—— Media (1.36%)
—— Mediana (1.32%)
== P_2.5(0.65%)
—= P_97.5(2.27%)
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Frecuencia (Afios Simulados)
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Porcentaje de Vacunas Perdidas (%)

Figura 8.22.: Histograma del porcentaje de vacunas perdidas anualmente (Escenario B).
Al introducir el estrés logistico normativo (aperturas de la puerta del equipo),
la distribucién completa se desplaza hacia la derecha, incrementando tanto
la mediana (1.32 %) como la media (1.36 %). Aunque la asimetria disminuye
ligeramente en comparacién con el Escenario A, la cola derecha sigue
advirtiendo de anos de riesgo donde la pérdida relativa supera el 2.27 %.
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Histograma del Porcentaje de Vacunas Perdidas por Ano (Escenario C)

—— Media (2.57%)
—— Mediana (2.56%)
—= P_2.5(1.87%)
—— P 97.5(3.34%)
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Frecuencia (Afios Simulados)
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1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Porcentaje de Vacunas Perdidas (%)

Figura 8.23.: Histograma del porcentaje de vacunas perdidas anualmente (Escenario
C). La contingencia extrema transforma drasticamente la forma de la
distribucién, volviéndola visualmente simétrica (similar a una campana
de Gauss). La mediana (2.56 %) y la media (2.57%) préacticamente se
igualan, indicando un nivel de destruccién sumamente alto y un intervalo
de confianza del 95 % altamente concentrado.
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Figura 8.24.: Diagrama de ca-
ja de vacunasFigura 8.25.: Diagrama de

perdidas anual-
mente (Escena-
rio A). La caja
morada contie-
ne el 50 % cen-
tral de las simu-
laciones, con la
linea horizontal
verde marcando
la mediana. Se
observa una ca-
ja muy estrecha,
pero con una
inmensa canti-
dad de puntos
negros por en-
cima del bigo-
te superior; es-
tos representan
los anos atipica-
mente catastré-
ficos que arras-
tran el prome-
dio poblacional
hacia arriba.
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Figura 8.26.: Diagrama de ca-

caja de vacu-
nas perdidas
anualmente
(Escenario B).
La caja se eleva
y se ensancha
verticalmente,
reflejando  un
aumento tanto
en la mediana
como en la va-
rianza general
del sistema.
Los valores
atipicos siguen
concentrados
exclusiva-
mente en la
cola
alcanzando
escenarios de
riesgo con
?§i 900 dosis
perdidas.

superior,

ja de vacunas
perdidas anual-
mente (Escena-
rio C). La caja
se posiciona en
un nivel de des-
truccién extre-
mo. A diferen-
cia de los esce-
narios anterio-
res, el aumen-
to masivo de la
varianza provo-
ca que aparez-
can valores ati-
picos tanto en
la cola superior
(superando las
3000 dosis) co-
mo en la infe-
rior (cayendo a
1000 dosis), con-
firmando la for-
ma de campana
observada en su
histograma.



El analisis de los diagramas de caja confirma la asimetria del riesgo termodindmico. En el
Escenario A, el rango intercuartilico (la altura de la caja morada) es sumamente pequeno,
indicando que en la mayoria de los afios las pérdidas son minimas y muy similares
entre si. Sin embargo, hay una alta cantidad de valores atipicos extremos: anos donde
apagones severos rompen la inercia térmica y disparan las pérdidas muy por encima del
comportamiento normal.

Conforme se introduce la interaccién humana (Escenario B y C), el tamano de la caja
crece significativamente, demostrando que las aperturas de puerta inyectan una enorme
varianza e incertidumbre al sistema. Esta evidencia visual (cajas asimétricas y colas
pesadas de valores atipicos) indica fuertemente que los datos de las mermas no provienen
de una distribucién Normal. Para justificar el uso de estadistica inferencial avanzada,
es necesario comprobar esta falta de normalidad mediante una prueba de bondad de
ajuste.

8.7.6. Analisis de Distribuciones y Prueba de Normalidad

En el célculo estocéstico comprender la forma de las distribuciones resultantes es tan
importante como conocer sus promedios. Las representaciones visuales anteriores (his-
togramas y diagramas de caja) sugieren una fuerte asimetria en los datos; sin embargo,
en la estadistica, la forma visual debe comprobarse mediante una prueba de bondad de
ajuste paramétrica.

Para ello, se aplicé la Prueba de Normalidad de Shapiro-Wilk a las métricas operati-
vas obtenidas de las 5000 simulaciones de Monte Carlo. Este test evaltia estadisticamente
la hipétesis nula (H,) de que los datos provienen de una distribucién Normal. Siguiendo
la metodologia estandar para pruebas de bondad de ajuste (Montgomery y Runger 2014),
la regla de decisién se basa en comparar el nivel de significancia (o = 0.05) contra el
valor-p obtenido:

= Si el Valor-p < 0.05, se rechaza H,,, concluyendo que la distribucién es asimétrica,
posee colas pesadas y su varianza estd dominada por eventos extremos.

= Si el Valor-p > 0.05, no se rechaza H,, confirmando que los datos provienen de
una distribucién Normal.

A continuacién, se presenta la tabla comparativa con los Valores-p obtenidos para las
métricas criticas de la red de frio en los tres escenarios operativos.:
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Tabla 8.3.: Prueba de Normalidad de Shapiro-Wilk aplicada a las métricas criticas de la
red de frio.

Escenario A Escenario B Escenario C ; Distribucion
Métrica (Valor-p) (Valor-p) (Valor-p) Normal?
Riesgo
Termodi-
namico
Eventos 7.35 x 10727 6.09 x 10712 4.91 x 1072 No (Se rechaza
T(t) > 8C H,)
Eventos 1.18 x 10726 1.82 x 10736 2.97 x 1074 No (Se rechaza
T(t) <2°C H,)
Tiempo 2.44 x 10739 1.90 x 10718 2.48 x 1074 No (Se rechaza
Fuera de Hy)
Rango
Normativo
Impacto
Logistico
(Mermas)
Vacunas 1.74 x 10748 1.93 x 10~ 3.45 x 1078 No (Se rechaza
Perdidas H,)
(Volumen)
Pérdida 1.74 x 10748 1.57 x 10724 4.51 x 107° No (Se rechaza
Relativa (%) H,)

Interpretacion del Test de Normalidad:

Los resultados de la prueba de Shapiro-Wilk confirman que el riesgo en la red de frio
no sigue una distribucién Normal. En el Escenario A (Linea Base), el Valor-p para
las vacunas perdidas es extremadamente cercano a cero (1.74 x 107%®), lo que implica
un rechazo absoluto de la normalidad. Esto comprueba de manera irrefutable que el
aislamiento pasivo del equipo depende por completo de eventos raros en la cola de la
distribucién (los apagones catastroéficos aleatorios).

No obstante, al analizar la evolucién de los Valores-p hacia la derecha de la tabla, se
observa un fenémeno estadistico interesante debido al Teorema del Limite Central.
Conforme aumenta el estrés logistico debido a la saturacién de aperturas de puerta, los
Valores-p se hacen cada vez mas grandes. En el Escenario C (Contingencia), el Valor-p
de las pérdidas relativas asciende hasta 4.51 x 107%; y en el caso de las rupturas de la
cadena de frio por encima de los 8°C, el Valor-p (0.0491) estuvo a milésimas de cruzar el
umbral del 0.05.

Esta evolucion demuestra que la alta frecuencia de variables aleatorias (casi 1000 resurtidos
anuales) empuja la geometria del riesgo hacia la normalidad. Bajo un estrés operativo
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masivo, el colapso del sistema deja de ser un “evento raro e impredecible” en la cola de la
distribucién para convertirse en un comportamiento constante, determinista y centrado.

A pesar de esto, el rechazo de la hip6tesis nula (H,) en todas las métricas de pérdida de
dosis exige descartar por completo el uso de estadistica inferencial clasica paramétrica
(como la desviacién estdndar tradicional o los intervalos Z). Por ello, para calcular el
riesgo real y el intervalo de prediccion final, es necesario recurrir a métodos de estadistica
no paramétrica.

8.8. Inferencia Estadistica No Paramétrica (Método Bootstrap)

Debido a que la prueba de Shapiro-Wilk rechazé la normalidad de las distribuciones de
riesgo (las cuales presentan una fuerte asimetria y colas pesadas provocadas por apagones
extremos), el uso de la estadistica inferencial clasica resulta incorrecto y sesgaria los
resultados.

Para resolver este problema de forma rigurosa, se implementé el método inferencial no
paramétrico de Bootstrap (Efron y Tibshirani 1993). El funcionamiento de este algoritmo
consiste en realizar un remuestreo masivo: se extraen aleatoriamente (con reemplazo)
10000 nuevas muestras de tamano n = 5000 a partir de los 5000 afios originales generados
en la Simulacién de Monte Carlo. Al calcular el promedio de cada una de estas 10000
nuevas muestras, la interaccién de dos propiedades estadisticas fundamentales estabiliza el
sistema: por un lado, la Ley de los Grandes Numeros garantiza que, dado el tamano
sustancial de la muestra, la varianza del estimador colapse drasticamente, asegurando que
las medias se agrupen con extrema precisiéon alrededor de la verdadera media poblacional;
por otro lado, el Teorema del Limite Central asegura que, sobre esta varianza
residual, la distribucién de dichas medias adoptara la forma de una distribucién Normal
N(u,0?/n), independientemente de la fuerte asimetria y las colas pesadas de los datos
originales. Esto permite aislar el ruido de los afios atipicamente catastréficos y calcular
un Intervalo de Confianza (IC) al 95 %, proporcionando una estimacién robusta
sobre los rangos en los que operara el centro de almacenamiento de vacunas.

A continuacion, se presenta la tabla resumen con los promedios esperados, seguida del
desglose detallado con los intervalos de confianza del 95 % para cada escenario operativo.

Tabla 8.4.: Estadisticas de riesgo: Promedio anual esperado aplicando el Método Boots-
trap para los tres escenarios operativos.

Escenario A (Linea  Escenario B (Apego Escenario C
Métrica Base) Normativo) (Contingencia)
Perturbacio-
nes Externas
Apagones 64.3 64.3 64.3
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Escenario A (Linea

Escenario B (Apego

Escenario C

Métrica Base) Normativo) (Contingencia)
Aperturas de 0 499 998
Puerta

Riesgo Termo-

dinamico

T(t) > 8C 26.4 eventos 134.6 eventos 419.7 eventos
T(t) <2°C 25.2 eventos 12.5 eventos 9.0 eventos
T(t) <0°C 0.01 eventos 0.00 eventos 0.00 eventos
Tiempo Fuera de  24.4 horas (0.28%)  95.6 horas (1.09%)  420.6 horas (4.79 %)
Rango

Normativo

Impacto

Logistico

(Mermas)

Dosis Perdidas 61 dosis 343 dosis 1905 dosis
(Volumen)

Pérdida Relativa 1.21% 1.36 % 2.57%
(%)

8.8.1. Anailisis Inferencial de Riesgo (Intervalos al 95 %)

Escenario A (Linea Base):

Bajo un régimen de aislamiento absoluto (cero aperturas), el método Bootstrap redujo
drasticamente la incertidumbre. Se estima un promedio de 26.4 rupturas de la cadena
de frio por encima de los 8°C, acumulando 12.6 horas (0.14 % del afno) con un IC del
95% de [12.4 h (0.14 %), 12.8 h (0.15%)]. Las rupturas por debajo de los 2°C promedian
25.2 eventos, acumulando 11.8 horas (0.13 % del afio) con un IC del 95% de [11.7 h
(0.13%), 12.0 h (0.14 %)]. El primer evento critico de falla ocurre en promedio en el Dia
38, con un IC del 95 % extremadamente acotado entre el Dia 37 y el Dia 39. En cuanto
a la congelacion (T'(t) < 0°C), el bioldgico sufrié dafios inicamente en 23 de los 5000
anos simulados (0.46 %), promediando un tiempo acumulado de 0.0 horas (0.0 %) con un
primer registro en el Dia 195. En el ambito logistico, el equipo oper6 un total de 24.4
horas (0.28 % del ano) fuera del rango normativo con un IC del 95% de [24.1 h (0.27 %),
24.7 h (0.28 %)], lo que genera una pérdida promedio de 61 dosis (1.21 % de pérdida
relativa) altamente acotada dentro de un IC del 95 % de [59, 62] dosis.

Escenario B (Apego Normativo):

Al estabilizar los datos con la interaccién humana normada, se estima un promedio de
134.6 rupturas de la cadena de frio por encima de los 8°C, acumulando 90.0 horas (1.02 %
del afio) con un IC del 95 % de [89.4 h (1.02 %), 90.6 h (1.03 %)]. Las rupturas por debajo
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de los 2°C promedian 12.5 eventos, acumulando 5.6 horas (0.06 % del afio) con un IC del
95% de [5.5 h (0.06 %), 5.7 h (0.07 %)]. El primer evento critico de falla se adelanta al
Dia 8, con un IC del 95 % entre el Dia 8 y el Dia 9. El riesgo de congelacién (T'(t) < 0°C)
afect6 solo a 9 de los 5000 anos simulados (0.18 %), promediando 0.0 horas (0.0 %) con
un primer registro en el Dia 187. En el &mbito logistico, el equipo operé un total de 95.6
horas (1.09 % del afio) fuera del rango normativo con un IC del 95 % de [95.0 h (1.08 %),
96.2 h (1.10%)], resultando en una pérdida promedio de 343 dosis (1.36 % de pérdida
relativa), limitando estadisticamente el dano real esperado dentro de un IC del 95 % de
[340, 346] dosis.

Escenario C (Contingencia):

Bajo el régimen de estrés masivo, se estima un promedio de 419.7 rupturas de la cadena
de frio por encima de los 8°C, acumulando un valor critico de 416.5 horas (4.74 % del afio)
con un IC del 95 % de [415.1 h (4.73 %), 417.9 h (4.76 %)]. Las rupturas por debajo de los
2°C se reducen a un promedio de 9.0 eventos, acumulando 4.1 horas (0.05 % del ano) con
un IC del 95% de [4.0 h (0.05%), 4.2 h (0.05%)]. El colapso del sistema es inminente,
presentédndose el primer evento critico en el Dia 3, con un IC del 95 % exacto en el Dia 3.
El riesgo de congelacion (T'(t) < 0°C) fue practicamente nula, ocurriendo en apenas 7 de
los 5000 anos simulados (0.14 %), promediando 0.0 horas (0.0 %) con un primer registro
en el Dia 210. En el impacto logistico global, el equipo oper6 420.6 horas (4.79 % del ano)
fuera del rango normativo con un IC del 95% de [419.1 h (4.77 %), 422.0 h (4.80 %)],
provocando una pérdida masiva promedio de 1,905 dosis (2.57 % de pérdida relativa),
con un margen de dano acotado dentro de un IC del 95 % de [1896, 1913] dosis.

Interpretacion Inferencial Conjunta:

La aplicacién del método Bootstrap revela el verdadero poder de la inferencia estadistica
sobre sistemas cadticos como este. Antes de este analisis, los datos descriptivos empiricos
del Escenario A mostraban una volatilidad enganosa (sugiriendo que la pérdida podia
ir desde 2 hasta 179 dosis). Sin embargo, el remuestreo de las medias colapsé esa
incertidumbre, demostrando que la verdadera pérdida poblacional esperada para el
equipo Haier HBC-150 sin aperturas de puerta es de apenas 59 a 62 dosis anuales con
una confianza del 95 %.

Al comparar los tres intervalos de confianza estabilizados, la tendencia de riesgo queda
demostrada con rigor absoluto. El paso de una operacién pasiva (Escenario A) al apego
normativo (Escenario B) quintuplica el dano poblacional real, pasando de 61 a 343 dosis
pérdidas. Finalmente, la contingencia logistica (Escenario C) destruye cualquier margen
de salvacién termodindmica: el intervalo de confianza [1896, 1913] comprueba que, bajo
una saturacion de resurtidos, el colapso de la red de frio es inevitable, ya que con una
confianza del 95 % se perdera al menos el 2.56 % de los biolégicos administrados por el
centro de salud en Tuxtla Gutiérrez, independientemente del clima o las fallas eléctricas
en ese ano especifico.
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8.8.2. Validacion Visual de la Inferencia

Para comprobar visualmente la eficacia del método no paramétrico y garantizar que el
Teorema del Limite Central y la Ley de los Grandes Ntimeros actuaran correctamente
sobre el ruido del sistema, se graficaron las distribuciones normalizadas obtenidas a partir
de las 10000 medias muestrales de remuestreo para cada escenario.

Distribucion Normalizada del Porcentaje Promedio de Vacunas Perdidas (Bootstrap - Escenario A)

—— Media Bootstrap (1.21%)
== |IC Inferior 95% (1.18%)
== |C Superior 95% (1.24%)

700 A

600

500 A

400 -

300 A

Frecuencia (Remuestreos)

200 A

100

1.16 1.18 1.20 1.22 1.26

Promedio Esperado de Vacunas Perdidas (%)

Figura 8.27.: Distribucién normalizada del porcentaje de pérdida (Escenario A). El
eje horizontal representa el promedio esperado del porcentaje de vacunas
perdidas, mientras que el eje vertical contabiliza la frecuencia de las 10000
medias de remuestreo. La linea azul indica la Media Bootstrap poblacional
(1.21%), y las lineas rojas punteadas delimitan los limites exactos del
Intervalo de Confianza Inferior (1.18 %) y Superior (1.24 %) al 95%. La
distribucién ha perdido por completo su asimetria original, adoptando la
forma de una campana de Gauss.

Interpretacion de la Estabilizacién:

Al observar los histogramas de medias de Bootstrap, se comprueba que la asimetria
positiva y las colas pesadas de valores atipicos (visibles en los anélisis empiricos previos)
han sido completamente eliminadas. En los tres escenarios, independientemente de la
alta dispersion original generada por los apagones extremos o la saturacion clinica, el
método logré converger el estimador hacia una distribucién Normal.

Este nivel de estabilizacién permite concluir que los Intervalos de Confianza al 95%
calculados son confiables. Gracias a la Simulacion de Monte Carlo y al remuestreo
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Distribucion Normalizada del Porcentaje Promedio de Vacunas Perdidas (Bootstrap - Escenario B)

—— Media Bootstrap (1.36%)
700 A == IC Inferior 95% (1.34%)
== |C Superior 95% (1.37%)

600 -

500 A

400 A

300 A
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100 A

1.34 135 1.36 1.37
Promedio Esperado de Vacunas Perdidas (%)

Figura 8.28.: Distribucién normalizada del porcentaje de pérdida (Escenario B). La
distribucién de medias converge a una campana simétrica centrada en una
pérdida poblacional del 1.36 %, con un intervalo de confianza del 95 %
reducido que va del 1.34 % al 1.37 %.
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Distribucion Normalizada del Porcentaje Promedio de Vacunas Perdidas (Bootstrap - Escenario C)

—— Media Bootstrap (2.57%)
== IC Inferior 95% (2.56%)
= = |C Superior 95% (2.58%)
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Figura 8.29.: Distribucién normalizada del porcentaje de pérdida (Escenario C). La
campana se establece en el nivel méas critico del anélisis, confirmando con
absoluta precision que la pérdida poblacional esperada es del 2.57 %, acotada
estrictamente entre el 2.56 % y el 2.58 % con una confianza del 95 %.
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masivo de Bootstrap, la aleatoriedad climatica y eléctrica del estado de Chiapas ha sido
controlada, logrando transformar la incertidumbre de la red de frio institucional en una
prediccién de riesgo determinista.

8.8.3. Precision del Estimador (Dispersion de Medias Bootstrap)

Para ilustrar la reducciéon de la incertidumbre lograda por la inferencia no paramétrica,
se construyeron diagramas de caja (bozxplots) aplicados exclusivamente a las 10000 medias
muestrales obtenidas mediante el método Bootstrap para la métrica de dosis perdidas.

Interpretaciéon de la Dispersién:

La visualizacién de los diagramas de caja aplicados a las medias muestrales demuestra
visualmente la robustez del método Bootstrap. Al comparar estas figuras con los diagramas
empiricos originales, el contraste es absoluto: mientras que la estadistica descriptiva inicial
mostraba una varianza gigantesca y colas pesadas llenas de afios atipicamente destructivos,
el remuestreo logré disminuir esa varianza. Los bozrplots naranjas demuestran que, al
evaluar el riesgo a nivel poblacional y no a nivel de un ano al azar, la incertidumbre
desaparece, permitiendo estimar el dano con un margen de error de apenas unas cuantas
dosis.

8.9. Conclusién de la Simulacién y Analisis de Riesgo

La integracién del modelado estocédstico (Ecuaciones Diferenciales Estocdsticas) con el
andlisis inferencial masivo (Monte Carlo y Bootstrap) ha permitido medir de manera
rigurosa el verdadero nivel de riesgo operativo que enfrenta la red de frio en Tuxtla
Gutiérrez, Chiapas.

El analisis demuestra que el aislamiento térmico del equipo Haier HBC-150 y las fallas
eléctricas, por si solos, no representan una amenaza sistematica para la viabilidad de
las vacunas (Escenario A). La verdadera causa del colapso térmico es la interaccién
humana. El apego normativo (Escenario B) expone la fragilidad de la cadena de frio
al demostrar que el simple acto de extraer dosis de manera controlada quintuplica las
pérdidas poblacionales. Peor atin, bajo condiciones de contingencia y saturacion logistica
(Escenario C), el sistema pierde toda capacidad de recuperacién térmica, transformando las
rupturas de la cadena de frio en una destruccién exponencial, continua y estadisticamente
inevitable.

Esta evidencia matematica confirma que la preservacién de los biolégicos no depende
unicamente de la modernizacion de la infraestructura eléctrica o del aislamiento pasivo
de los equipos, sino que depende mayormente de los protocolos logisticos de resurtido y
el manejo del inventario en las unidades de salud.
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9. Conclusiones y Trabajo Futuro

El desarrollo de este trabajo de tesis permitié formular, calibrar y simular un modelo
termodinamico basado en ecuaciones diferenciales estocésticas hibridas, acoplado a la
cinética de degradacion de Arrhenius y a la dindmica de inventario, para cuantificar
el riesgo operativo y la pérdida de vacunas en la cadena de frio de Tuxtla Gutiérrez,
Chiapas, cumpliendo con el objetivo general planteado en esta tesis. A través de la
integracion del célculo estocéstico, los métodos numéricos para EDES, la cinética de
degradacién quimica y la inferencia estadistica no paramétrica, fue posible evaluar con
rigor el impacto real que tienen el clima extremo, las fallas eléctricas y la interaccién
humana sobre la viabilidad de los productos biol6gicos.

En cuanto a los fundamentos tedricos mateméaticos (Capitulo 4), y cumpliendo asi con
parte del primer objetivo especifico, se demostré que la evolucién de la temperatura
interna de un refrigerador clinico sujeto a perturbaciones continuas y discretas descrita
mediante la ecuacion diferencial estocastica hibrida de Ornstein-Uhlenbeck propuesta
(Ecuacién 4.9.1), la cual acopla una cadena de Markov a tiempo continuo {a(t)};~o
(Definicién 4.11) para el suministro eléctrico con un proceso de Poisson compuesto J(t)
(Definicién 4.10) para las aperturas de puerta tiene una tnica solucién fuerte global
acotada en media cuadréatica (Teorema 4.9 y Seccién 4.10).

Respecto a los métodos numéricos (Capitulo 5) bajo los criterios de convergencia fuerte
(Definicién 5.1) y débil (Definicién 5.2), la diferencia entre los esquemas de Euler-
Maruyama (alg. 5.1) y de Milstein (alg. 5.2 y Figura 5.1) permitié concluir una propiedad
estructural clave para nuestro modelo: al ser la volatilidad térmica constante dentro de
cada régimen (0p0 = 0), el término integral doble de Milstein (Ecuacién 5.3.1) se anula,
haciendo que ambos métodos coincidan en su parte difusiva. Integrando la discretizacién
de la cadena de Markov (Seccién 5.5) con el esquema regular de saltos en malla fija
(Seccién 5.6 y Ecuacion 5.6.2), el alg. 5.3 garantizé un orden de convergencia fuerte
~v = 0.5 ideal para acoplarse con series climéticas en pasos constantes (At =5/60 h).

Asimismo, los fundamentos epidemioldgicos (Capitulo 6) permitieron vincular esta di-
namica térmica con la cinética de degradacién de primer orden (Ecuacién 6.2.1) y la
Ecuacién de Arrhenius (Definicién 6.1 y Ecuacién 6.2.2), estableciendo mediante el
balance dindmico de inventario (Seccién 6.3, Ecuacion 6.2.3 y Ecuacién 6.3.1) que la
pérdida fisica de dosis es directamente proporcional al volumen de vacunas almacenado
en el instante en el que se rompe la cadena de frio, completando asi el acoplamiento
tedrico planteado en el primer objetivo especifico.
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Por su parte, el estudio de caso y la calibracién de los pardmetros (Capitulo 7) permitié
parametrizar los componentes fisicos, eléctricos, cinéticos y logisticos del modelo sobre un
escenario operativo real a partir de registros oficiales y de las leyes fisicas. Combinando
los datos histéricos de la CFE (Tabla 7.1) con la sectorizacién de subestaciones del
CENACE (Secretaria de Energia 2024) (Seccién 7.3), se estim6 una frecuencia local de
64 apagones anuales (Ecuacion 7.3.1). El desglose marginal de los indices SAIFT y SAIDI
(Tabla 7.2 y Tabla 7.3) permiti6 calibrar la funcién de intensidad A, (t) del Proceso de
Poisson No Homogéneo (Seccién 7.5, Ecuacién 7.5.2 y Figura 7.1) y las distribuciones
Log-Normales estacionales de la duracién de los cortes de energia eléctrica (Tabla 7.6),
identificando a la temporada de calor como la de mayor duracién promedio por apagén
(2.983 h, Figura 7.3) frente al invierno y las lluvias (Figura 7.2 y Figura 7.4). A su
vez, las caracteristicas fisicas del refrigerador Haier HBC-150 (Organizacién Mundial
de la Salud 2024) (Figura 7.5 y Ecuacién 7.9.1) revel6 una marcada asimetria entre la
répida tasa de enfriamiento activo (k,, ~ 0.1154 h™*, o, A 0.4804) y la lenta pérdida
pasiva provista por su revestimiento de hielo (k,;; ~ 0.00232 h™!, 0,55 ~ 0.048), la
cual se integrd con los saltos térmicos normales truncados basados del NIST (Chojnacky
et al. 2010) (v; ~ max(0.16, N (0.76,0.20?)) Ecuacién 7.9.2), los pardmetros cinéticos de
Arrhenius (Seccién 7.10 y Ecuacién 7.10.1) y la demanda estacional clinica (Seccién 7.11
y Tabla 7.7), cumpliendo asi con el segundo objetivo especifico.

Finalmente, respecto a la simulacién computacional (Capitulo 8), se implementé en
Python el esquema numérico hibrido de Euler-Maruyama (alg. 8.1) (Pérez, C. 2026a,
2026b, 2026¢) integrando recursivamente la temperatura interna bajo el ciclo climético de
Tuxtla Gutiérrez (Figura 8.1 y Figura 8.2), el filtro de inercia térmica de 30 minutos de los
viales y las reglas de reabastecimiento en los tres contextos operativos, cumpliendo asi con
el tercer objetivo especifico. De manera conjunta, cumpliendo con el cuarto objetivo
especifico, se cuantifico el riesgo termodindmico y la merma anual de biologicos mediante
M = 5000 simulaciones de Monte Carlo y 10000 remuestreos Bootstrap, arrojando las
siguientes conclusiones principales sobre la cadena de frio:

» Alta resistencia del aislamiento pasivo (Escenario A): En ausencia de
aperturas de puerta (Figura 8.3 y Figura 8.6), la inercia térmica del equipo Haier
HBC-150 soporta eficazmente los 64.3 apagones anuales y el clima cédlido exterior,
manteniendo una mediana de pérdida mensual igual a cero durante todo el afio
(Figura 8.16) y nulo riesgo de congelacién. El método de Bootstrap (Tabla 8.4,
Figura 8.27 y Figura 8.30) demostr6 que la merma poblacional esperada es de apenas
61 dosis anuales (1.21 %) con un intervalo de confianza al 95 % de [59, 62] dosis
([1.18 %, 1.24 %)), originada tinicamente por apagones extremos aislados (Figura 8.9,
Figura 8.12, Figura 8.21 y Figura 8.24).

» Incremento del riesgo por operacién estandar (Escenario B): La introduc-
cién de 499 aperturas anuales normadas (Figura 8.4, Figura 8.7 y Figura 8.10) quin-
tuplica las rupturas de la cadena de frio superiores a 8°C (alcanzando 134.6 eventos
y 95.6 horas fuera de rango normativo al ano, Tabla 8.2). Aunque en anos particula-
res la rotacion del inventario elimina el dano al consumir dosis antes de los apagones
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(Seccion 8.4.2), a largo plazo el ingreso de calor por aperturas domina el sistema,
elevando la pérdida poblacional esperada a 343 dosis anuales (1.36 %) con un IC
al 95 % de [340, 346] dosis ([1.34 %, 1.37 %], Figura 8.13, Figura 8.22, Figura 8.28
y Figura 8.31), concentrando la vulnerabilidad en enero y agosto (Figura 8.17 y
Figura 8.18).

» Colapso exponencial por contingencia epidemiolégica (Escenario C): Al
duplicar la actividad a 998 aperturas anuales por viajes matutinos de resurtido
(Figura 8.5, Figura 8.8 y Figura 8.11), el equipo pierde su capacidad de recuperacién
térmica, acumulando 420.6 horas anuales fuera del rango normativo y adelantando la
primera falla critica al Dia 3. Las pérdidas no crecen de forma lineal sino exponencial,
multiplicindose por més de cinco veces hasta alcanzar 1,905 dosis destruidas por
ano (2.57 %) con un IC al 95% de [1896, 1913] dosis ([2.56 %, 2.58 %], Tabla 8.4,
Figura 8.29 y Figura 8.32), produciendo un dano continuo durante todo el afio sin
importar la estacién climatica (Figura 8.14, Figura 8.19, Figura 8.20, Figura 8.23 y
Figura 8.26).

s Falta de normalidad y validacién del método Bootstrap: La prueba de
Shapiro-Wilk (Tabla 8.3) rechazé la normalidad (p < 0.05) en todas las métricas
evaluadas, confirmando distribuciones fuertemente asimétricas y de colas pesadas
hacia la derecha en los escenarios A y B (Figura 8.21 y Figura 8.22), y una transicién
hacia la simetria en el Escenario C (Figura 8.23) ante la alta frecuencia de aperturas,
lo cual justifica el uso de la estadistica no paramétrica.

En resumen, el hallazgo principal para la salud ptblica es que el destructor principal
de las vacunas en Tuxtla Gutiérrez no es el suministro eléctrico de la CFE ni
el aislamiento del equipo, sino el estrés térmico producido por la frecuencia
de aperturas de puerta. Por ello, adquirir plantas eléctricas serad insuficiente si no se
modifican los protocolos logisticos clinicos. Con base en estos resultados y completando la
parte final del cuarto objetivo especifico, se emiten cuatro recomendaciones operativas
para las unidades de salud publica y la Secretaria de Salud:

1. Ampliacion de la capacidad de termos auxiliares para eliminar resurtidos:
Dado que el aumentio de pérdidas de 343 a 1,905 dosis proviene de los viajes
matutinos de resurtido (Aresurtido =04 hfl), se recomienda proveer a las clinicas
termos auxiliares de mayor volumen (de 9 a 45 litros) para extraer todas las dosis
del turno en una sola apertura a las 08:00 horas, manteniendo al equipo
principal siempre bajo el régimen seguro del Escenario B.

2. Separacion entre almacenamiento de reserva y dispensado diario: Para
evitar exponer simultaneamente todas las dosis a los choques térmicos de apertura
(Ecuacién 6.3.1), se sugiere mantener el refrigerador tipo cofre como reserva pasiva
sellada (operando como en el Escenario A, abriéndose solo una vez por semana) y
utilizar un refrigerador secundario pequenio exclusivamente para el consumo diario.

3. Bloqueo de aperturas en apagones y uso de balasto térmico: Se recomienda
instalar indicadores luminosos de linea eléctrica y alarmas que aseguren el cumpli-
miento estricto de no abrir el equipo durante cortes de luz (S, =0 = AJ, =0),
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ademas de mantener botellas de agua en la parte superior para acotar el choque
térmico hacia el minimo fisico de 0.16°C reportado por el NIST (Seccién 7.9.4).

4. Entregas jurisdiccionales fraccionadas en meses criticos: Debido a que en
operacion normativa el mayor riesgo ocurre en enero y agosto por la coincidencia
de inventario lleno con fallas eléctricas (Figura 8.17 y Figura 8.18), se sugiere
dividir los envios jurisdiccionales en lotes menores durante la temporada de calor y
tormentas para reducir el volumen de dosis expuestas.

9.1. Limitaciones del Estudio y Futuros trabajos de
investigacion

Aunque el modelo desarrollado ofrece una metodologia sélida y reproducible, sus supuestos
abren tres lineas claras de investigacién futura:

En primer lugar, dado que los pardmetros fisicos (K, Ko s Tons Topp) ¥ 1as magnitudes
de los choques térmicos (v;) se calibraron a partir de reportes técnicos de la OMS
(Organizacion Mundial de la Salud 2024) y del NIST (Chojnacky et al. 2010), el paso
inmediato consiste en instrumentar un refrigerador institucional en una clinica de
Tuxtla Gutiérrez mediante termémetros digitales con registro continuo (data
loggers) en aire y en viales con glicerol, sensores magnéticos de apertura y
medidores de voltaje. Obtener estas series de tiempo reales minuto a minuto permitira
estimar con mayor precisién los pardmetros de la EDE mediante maxima verosimilitud o
inferencia Bayesiana, medir la distribucion empirica de las aperturas del personal médico
y acoplar una segunda ecuacion diferencial estocdstica para la temperatura interna del
vial T;,;(t) que reemplace el filtro discreto de inercia térmica de 30 minutos.

En segundo lugar, mientras que en este trabajo las tasas de transferencia térmica se
asumieron constantes, en la realidad la masa térmica interna varia conforme el inventario
I(t) flucttia entre 1,000 y 5,000 dosis. Como trabajo futuro se propone formular tasas
variables k,,(I(t)) y £,77(I(t)) dependientes de la fracciéon de llenado e incorporar el
calor latente de fusion del revestimiento de hielo durante apagones extremos, generando
una ecuacion diferencial estocastica no lineal acoplada con el inventario.

Finalmente, dado que en contingencias sanitarias las aperturas de puerta suelen agruparse
en rafagas correlacionadas, se plantea sustituir el Proceso de Poisson No Homogéneo
por un proceso puntual autoexcitado de Hawkes, donde cada apertura incremente
temporalmente la probabilidad de eventos subsecuentes. Asimismo, acoplar directamen-
te nuestra EDE termodindmica (Ecuacién 4.9.1) dentro de un problema de control
6ptimo estocastico con dindmica epidemiolégica SEIR (Garcia, Diaz-Infante, y
Minjarez-Sosa 2025, 2026) permitira calcular politicas 6ptimas de reabastecimiento que
minimicen de manera conjunta el costo por merma térmica y el impacto epidemiolégico
por desabasto.
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